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ВСТУП 
 

Оновлення програми для студентів напряму «Ливарне виробництво», і 
особливо, зменшення часів аудиторних занять передбачає новий підхід до 
викладання матеріалу з дисципліни «Вища математика». 

Даний посібник дозволяє студентам не тільки отримати необхідну 
кількість інформації, але і поглибити та поширити знання, що були ними 
засвоєні на лекціях та практичних заняттях. 

Посібник складено згідно з робочою програмою дисципліни, матеріал 
подається у звичній для студентів формі – спочатку теорія, а потім практичні 
завдання. Кожна частина посібника відповідає матеріалу дисципліни однієї 
чверті аудиторних занять, що робить посібник більш зручним у використанні. 

Автори посібника сподіваються, що ця робота буде корисною для 
кожного студента. 
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ЛЕКЦІЯ 1. МАТРИЦІ ТА ВИЗНАЧНИКИ. 
ВЕКТОРИ ТА ДІЇ НАД НИМИ 

 
                     1.1. Елементи лінійної алгебри 

                      1.1.1. Матриці 
 
Числовою матрицею називається прямокутна таблиця чисел, що містить 

m  рядків та n  стовпців, тобто 























nmmm

n

n

a...aa
............

a...aa
a...aa

A

21

22221

11211

 

Числа jia  називаються елементами матриці. Якщо nm  , то матриця 

називається квадратною. Сукупність елементів iia складає головну діагональ 

квадратної матриці. Якщо всі елементи матриці дорівнюють нулю, то матриця 
називається нуль-матрицею, та позначається 





















000

000
000

...
............

...

...

O  . 

Якщо всі елементи  квадратної матриці, окрім розташованих на головній 
діагоналі, дорівнюють нулю, то матриця називається діагональною. 
Діагональна матриця, у якої всі елементи 1iia , називається одиничною: 





















100

010
001

...
............

...

...

E . 

Матриця може складатися з одного рядка або з одного стовпця. 
Матрицю, яку одержують із матриці A  заміною її рядків відповідними 

стовпцями, називають транспонованою. Дві матриці називаються рівними, 
якщо вони мають однакову кількість рядків та стовпців, а їх відповідні 
елементи співпадають. 

 



 7 

Лінійні операції над матрицями. Додавання.  Цю операцію можна 
використовувати тільки для матриць однакового розміру. Для того, щоб додати 
дві матриці, треба додати їх відповідні елементи. 

Множення на число. Для того,  щоб помножити матрицю A  на число  , 

треба кожен елемент матриці A  помножити на це число. 
Властивості лінійних операцій: 
1. ABBA  ; 
2.    CBACBA  ; 
3. AOA  ; 
4.   BABA   ; 
5.   AAA   ; 

6.    AA   . 

 
Множення матриць. Матриці А та В можна перемножити лише у тому 

випадку, коли кількість стовпців матриці А співпадає з кількістю рядків 
матриці В. Матриця-результат С буде мати стільки рядків, скільки у матриці А і 
стільки стовпців, скільки у матриці В. Кожен елемент матриці C  буде 

обчислюватися за формулою: 



n

k
jkkiji bac

1
. 

 
Властивості операції множення: 
1. ABBA  ; 
2.    CBACBA  ; 

3.   CBСACBA  ; 
4. OAOOA  ; 
5. AAEEA  ; 
6.    BABA   . 

 

Приклад 1.1.  Знайти BA  , якщо 










41
23

A ; 










25
64

B . 

Розв’язання. 
 
  






















1416
1422

24615441
22635243

BA . 
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1.1.2. Визначники 
 
Кожна квадратна матриця має числову характеристику, яка називається 

визначником, та позначається  

nnnn

n

n

a...aa
............

a...aa
a...aa

21

22221

11211

 . 

Визначником п-го порядку називається число, що дорівнює сумі добутків 
елементів якого-небудь рядка або стовпця на їх алгебраїчні доповнення. 

  Алгебраїчним доповненням до елемента jia  називається визначник на 

порядок менший, ніж даний, який отриманий шляхом викреслювання  i -того 

рядка та j -го стовпця визначника  , та помножений на число   ji 1 . 

Наприклад, 12212211
2221

1211
2 aaaa

aa
aa

 , 

 або 

                   
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

3 aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

 . 

 

Приклад 1.2.  Обчислити 
14
73

2


 .
 

Розв’язання.
 

  .312837413
14
73

2 


  

Властивості визначників: 
1.  Якщо будь-який  рядок (стовпець)  визначника складається тільки з 

нулів, то визначник дорівнює нулю. 
2. Якщо визначник має два однакових рядки (стовпця), то він дорівнює 

нулю. 
3. Якщо у визначнику два рядки (стовпця) поміняти місцями, то знак 

визначника зміниться на протилежний. 
4. Якщо у визначнику  рядки  і стовпці поміняти місцями, то значення 

визначника не зміниться.  
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5. Якщо у визначнику є два пропорційні рядки (стовпця),  то він дорівнює 
нулю.  

6. Якщо один з рядків (стовпців) визначника є лінійною комбінацією 
будь-яких інших, то визначник дорівнює нулю.  

7. Якщо до будь-якого рядка (стовпця) визначника додати другий рядок 
(стовпець) помножений на будь-яке число, що відмінне від нуля, то значення 
визначника не зміниться. 
 
 

1.1.3. Розв'язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь. 
Формули Крамера 

 
Розглянемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь, яка складається з n  

рівнянь та має n  невідомих: 

                                    















nnnnnn

nn

nn

bxa...xaxa
.........................................

bxa...xaxa
bxa...xaxa

2211

22222121

11212111

                       (1.1) 

Тут jia  є коефіцієнтами при невідомих, jx  - невідомими, ib  - вільними 

членами. 
Якщо всі 0ib , то система (1.1)  називається однорідною, в 

протилежному випадку – неоднорідною. 
Розв'язком системи (1.1) називається впорядкований набір чисел, які при 

підстановці в систему кожне рівняння перетворюють на тотожність. Система 
може мати один, жодного або нескінченну множину розв'язків. Якщо система 
лінійних алгебраїчних рівнянь має принаймні один розв'язок – вона називається 
сумісною, в протилежному випадку – несумісною.  

Визначником системи є визначник, що складається з коефіцієнтів при 
невідомих: 

                                     nnnn

n

n

a...aa
............

a...aa
a...aa

21

22221

11211

                                       (1.2) 
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Теорема. Якщо визначник  (1.2) 0 , то система лінійних алгебраїчних 
рівнянь має розв'язок і притому тільки один.  

Цей розв'язок можна знайти різними методами. Наприклад, за формулами 
Крамера:                                   

                                                     



jx

jx  ,                                              (1.3) 

де 
jx отримано із   шляхом заміни j -го стовпця визначника   стовпцем 

вільних членів.  

 
Приклад 1.3.   Розв’язати систему за формулами Крамера:     








.yx
,yx

164
0632

 

Розв’язання.     







.yx
,yx

164
632

            143412
14
32




 )( , 

4231616
116
36




 )(x ; 5664162
164

62



 )(y . 

3
14
42



xx ,   43

14
56



 y

x . 

 
 

1.2. Вектори 
1.2.1. Основні поняття. Лінійні операції 

 
У природі зустрічаються величини, які характеризуються тільки 

числовим значенням. Вони називаються скалярними. До таких величин 
відносяться маса, температура, шлях, робота, час, період, частота, щільність, 
енергія, обсяг, електроємність тощо.  

Скаляри є алгебраїчними величинами і з ними можна проводити будь-які 
алгебраїчні дії: додавання, віднімання, множення, ділення, піднесення до 
степеня і т. д. А бувають величини, що характеризуються числовим значенням і 
напрямком, такі як сила, швидкість, прискорення, напруга тощо. Ці величини 
називаються векторними або векторами. Довжина вектора називається його 
модулем або абсолютною величиною. 
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Вектор позначається графічно відрізком прямої, на якому ставиться 
стрілка, що вказує напрямок вектора (рис.1.1). 

 

 
 
                                                        Рис.1.1 
 
Будемо позначати вектор  двома або однією літерою з рискою над ними, 

наприклад, AB , де A - початок і B - кінець вектора  або a . Модуль вектора  

позначається AB  чи a . 

Вектор дорівнює нулю, якщо його модуль дорівнює нулю (коли кінець 
вектора співпадає з його початком). Такий вектор називається нульовим, він не 
має напрямку. 

 Два   вектори   a   і   b   називаються   рівними,   якщо:  1) рівні їх модулі;  
2) вони паралельні; 3) спрямовані в одну і ту ж сторону. 

Два вектори з рівними модулями, що лежать на паралельних прямих, але 
протилежно спрямовані, називаються протилежними. Вектор, протилежний 
вектору a , позначається через a .  

Два вектори, що лежать на паралельних прямих, незалежно від того, 
спрямовані вони однаково або протилежно, називаються колінеарними.  

Три вектори, що розташовані на одній площині або на паралельних 
площинах називаються компланарними. 

Одиничним вектором, або ортом даного вектора, називається вектор, 
що збігається за напрямком з даним вектором і має модуль, що дорівнює 

одиниці, та позначається 0a . 
Лінійні операції над векторами: 1) додавання (віднімання); 2) множення 

вектора на число. 
Додавання векторних величин здійснюється двома способами. 
За правилом паралелограма: сумою двох векторів a  і b , приведених до 

спільного початку, є третій вектор c , довжина якого дорівнює довжині  
діагоналі паралелограма, побудованого на векторах a  і b , а спрямований він 
від точки A  до точки B  (рис. 1.2) : 
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Рис.1.2 

 
За правилом трикутника: нехай є довільні вектори a і b . Треба від 

кінця вектора a   відкласти вектор, що дорівнює вектору b . Тоді вектор, 
початок якого збігається з початком вектора a , а кінець співпадає з кінцем 
вектора b ,  буде сумою  ba  (рис. 1.3).  

 
                                                       Рис.1.3 
 
За таким же правилом будується і сума будь-якого числа векторів 

(рис.1.4). 

 
                                                             Рис.1.4 
 
Для того, щоб від вектора a  відняти вектор b , треба до вектора a  додати 

вектор, протилежний вектору b , тобто  baba  . 

Множення вектора на число. При множенні вектора  a   на число k 
отримаємо вектор b , модуль  якого дорівнює модулю вектора  a , 

помноженому на k, тобто akb  . Напрями векторів a  і b  збігаються, якщо 

0k  і протилежні, якщо 0k .  
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Проекція точки, проекція вектора. Проекцією точки M  на вісь l  
називається основа перпендикуляра, що опущений з цієї точки на вісь l . 

Проекцією вектора a  на вісь l  називається довжина відрізка BA  , який 
розташовано між  проекціями кінця і початку вектора  AB   на цю вісь. Цій 
довжині приписується знак плюс, якщо напрямок відрізка  BA    збігається з 
напрямком осі, і знак мінус, якщо його напрямок  є протилежним напрямку осі.  

Проекція вектора  на вісь є скалярна величина, що дорівнює  добутку 
модуля проектованого вектора на косинус кута між позитивними напрямками 

осі і вектора (рис.1.5): cosaaпрl  .      

 
                                                      Рис.1.5 
 
 

1.2.2. Лінійна залежність та незалежність векторів. 
 Базис. Система координат 

 
 Система векторів  ne,...,e,e 21  називається лінійно незалежною, якщо 

рівність 

                                    02211  nne...ee                                  (1.4) 

виконується тільки у тому випадку, коли всі числа 0i .  

Якщо в рівнянні (1.4) хоча б один з коефіцієнтів 0i , то система 

векторів  ne,...,e,e 21  називається лінійно залежною. В цьому випадку будь-

який вектор системи можна представити як лінійну комбінацію інших. 
Базисом системи векторів me,...,e,e 21  називається така підсистема 

neee ,...,, 21    )( mn  , яка задовольняє наступним умовам: 

 а) система векторів  ne,...,e,e 21  є лінійно незалежною; 

 б) будь-який інший вектор системи можна лінійно виразити через 
вектори ne,...,e,e 21 . 
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Теорема 1. В двомірному просторі (на площині) будь-які два не 
колінеарних вектори будуть лінійно незалежними. 

Теорема 2. В тримірному просторі  будь-які три  не компланарних 
вектори будуть лінійно незалежними. 

Теорема 3. В тримірному просторі  будь-які чотири вектори будуть 
лінійно залежними. 

Декартовою прямокутною системою координат у тримірному 
просторі називається сукупність трьох  взаємно перпендикулярних осей 

Z,Y,X  та точки O  (початок координат). 

Координатами точки  називаються проекції цієї точки на відповідні вісі та 
позначаються  z,y,xM . Координата x  називається абсцисою точки 

 z,y,xM , координата y  - ординатою, координата z  - аплікатою. Відстань між 

точками  1111 z,y,xM  та  2222 z,y,xM  визначається за формулою  

                     212
2

12
2

1221 zzyyxxMM    .                 (1.5) 

Базисом в декартовій прямокутній тримірній  системі координат є три 

одиничні вектори   j,i   та k , які направлені по осях Oz,Oy,Ox  відповідно. 

Будь-який вектор a можна розкласти по векторах базису за формулою 

                                                       
kajaiaa zyx   .                                                         (1.6) 

Якщо точка   1111 z,y,xM   є початком вектора   21 MM ,  а точка 

 2222 z,y,xM   - його кінець, то для того, щоб знайти координати вектора 

21 MM  треба від координат його кінця відняти координати його початку: 

                    12121221 zz;yy;xxMM   zyx a;a;a  .         (1.7) 

222
21 zyx aaaaMM   - довжина вектора  a . 

 

Приклад 3. Знайти координати та довжину вектора 21 MM ,  якщо 

 4231 ;;M    2612 ;;M . 

Розв’язання.     64442263121  ;;;;MM . 

  68644 222
21 MM . 
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Радіус-вектором точки  z,y,xM  називається вектор  z,y,xOM , а 

косинуси кутів між радіус-вектором та осями Oz,Oy,Ox  - напрямними 

косинусами та позначаються відповідно  cos,cos,сos : 

    
222222222
zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a
cos;

aaa

a
cos;

aaa

a
сos








  .   (1.8) 

З  формул (1.8) випливає, що 1222   coscosсos . 

 
Лінійні операції над векторами, що задані в координатній формі, і 

деякі властивості векторів. Якщо вектори задані у координатній формі 
);;( zyx aaaa , );;( zyx bbbb , то 

1.  zzyyxx ba;ba;baba   - додавання (віднімання); 

2.  zyx a;a;aa    - множення на число; 

3. zzyyxx ba;ba;baba   - рівність двох векторів; 

4. 
z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a

  - умова колінеарності двох векторів. 

 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №1 
ЗАСТОСУВАННЯ МАТРИЦЬ ТА ВИЗНАЧНИКІВ. 

 ДІЇ НАД ВЕКТОРАМИ 
 

Матриці. Визначники.  Розв’язання систем лінійних алгебраїчних 
рівнянь за методом Крамера 

 

Приклад 1. Знайти BA 23  , якщо 



















51
74
21

A ;  














 


12
63
15

B . 

Розв’язання.  














 





















12
63
15

2
51
74
21

323 BA  
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






































24
126
210

153
2112
63

















171
918
413

. 

 

Приклад 2. Знайти BA  , якщо 





















112
753
215

A ;   



















342
521
304

B . 

Розв’язання. 








































342
521
304

112
753
215

BA  

   
   
   























315132412102211142
375533472503271543

325135422105221145
 









































2611
55387
16617

35642218
21259281014512
6515824120

. 

 

Приклад 3. Знайти x  із рівняння 






 









 211

496
2

671
234

X . 

Розв’язання.   




























 


462
2122

671
234

211
496

2X , 

                           
























231
161

462
2122

2
1X . 

 
Приклад 4. Знайти визначник, розкривши його за елементами першого 

рядка. Довести, що будь-який інший спосіб обчислення не впливає на значення 

визначника:  
123
425
321

 . 
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Розв’язання. 1 спосіб. Обчислимо визначник, розкривши його за 

елементами першого рядка: 






23
25

3
13
45

2
12
42

1
123
425
321

    

 4212       522325343152  . 
2 спосіб. Обчислимо визначник, користуючись його властивостями:   

   













рядокIIIрядокII

рядокIрядокII:1
58
76

2
508
425
706

123
425
321

1

 
    525630278562  . 

Отже, визначник завжди дорівнює якомусь одному числу, у який би 
спосіб його не обчислювати. 

 

Приклад 5. Розв’язати рівняння 0
1110
312

6







x

xx
. 

Розв’язання.  Обчислимо визначник, розкривши його за елементами I-го 
рядка. 


















110
12

110
32

11
31

6
1110
312

6

x
x

x
x

x

xx
 

       241621021032316 2  xxxxxx . 

Отже, 0128024162 22  xxxx .  

За теоремою Вієта  21 x ;   62 x . 

 
Приклад 6. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь за методом 

Крамера:  













11423
11243

42

zyx
zyx

zyx
. 
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Розв’язання. Обчислимо визначник системи  :     

  












4611
261
100

423
243
112

1 





611
61

1  

 
  













.1
;2:1

стовпецьIIстовпецьIII
стовпецьIстовпецьIII    60116611  . 

  















627
63

1
4627
263
100

4211
2411
114

2
x

 
     18062763

.1
;4:2














стовпецьIIстовпецьIII
стовпецьIстовпецьIII

; 

  









2711
31

1
42711
231
100

4113
2113
142

3
y  

    60111913
911
11

3
.4

;2:3
















стовпецьIIстовпецьIII

стовпецьIстовпецьIII
. 

  













31
2711

1
321

27411
010

1123
1143
412

4
z  

     60911113
11
911

3
.4

;2:4
















стовпецьIIIстовпецьII

стовпецьIстовпецьII
. 

Тоді   3
60

180



xx ;    1

60
60



y

y ;      1
60
60



zz . 

 

Приклад 7. Розв’язати нерівність: 
583
145
321

35
211
122










x

x
. 

Розв’язання.  Обчислимо визначники, що знаходяться у лівій та правій 
частині нерівності окремо: 

  















35
11

5
21

2
3

21
2

35
211
122

x
x

x
x

x
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       24105310262 2  xxxxx ; 

  







14143
14145
001

583
145
321

1

 
  













.стовпецьIIIстовпецьI
;стовпецьIIстовпецьI:

3
21

0
1414
1414

1 



 . 

Отже, маємо: 024102  xx .  

Якщо 024102  xx , то      196241410 2 D ; 

2
19610

21


,x ;    121 x ;    22 x . 

Тоді    021224102  xxxx . 

 
Отже,     ;;x 122 . 

 
Вектори. Дії над ними 

 

Приклад 8. Знайти координати векторів AB  і AC  та їх довжину, якщо 
 153 ;;A ,   224 ;;B  і  351 ;;C  . 

Розв’язання.       331125234 ;;;;AB  ; 

    404135531 ;;;;AC  . 

  19331 222 AB ;       32404 222 AC . 

 

Приклад 9. Дано дві координати вектора a : 4ya ;  12za . Визначити 

xa , якщо 13a . 

Розв’язання.  Оскільки 222
zyx aaaa  , то маємо: 

222 12413  xa , або 160169 2  xa . Тоді 392  xx aa . 

 

     
    - 

12  2  
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Приклад 10. Знайти напрямні косинуси вектора AB , якщо  523 ;A  та  
 374 ;;B . 

Розв’язання.  Маємо     851532734 ;;;;AB  .  

Отже, за формулами (1.8) отримаємо:  

90
1

851

1
222222








zyx

x

aaa

a
cos ; 

90
5

222





zyx

y

aaa

a
cos  ;      

90
8

222





zyx

z

aaa

a
cos  . 

 

Приклад 11. Знайти координати вектора a , якщо відомі кути  ,  ,  , 

які він утворює з осями Ox , Oy , Oz  відповідно, та його довжина: 45 ;    
60 ;   120 ;   8a . 

Розв’язання.  Оскільки 
a

a
cos x ;  

a

a
cos y ;   

a

a
cos z , то  

24
2
28458  coscosaa x  ; 

4
2
18608  coscosaa y  ; 

4
2
181208 





  coscosaa z  .       

Отже,  4424 ;;a . 

 

Приклад 12. Визначити, при яких значеннях   і   вектори  15 ;;a   та 

 24 ;;b   будуть колінеарні. 

Розв’язання.  Умова колінеарності двох векторів в координатній формі:  

z

z

y

y

y

x

b
a

b
a

a
a

 . 

Тоді 
2
15

4



 ,    або    2

2
1

4
 

 ;     10
2
15

 


. 
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Приклад 13. Знайти довжини діагоналей паралелограма, побудованого 

на векторах a  і b , якщо:    kjia 432  ;   kjib 23  . 

Розв’язання.  Позначимо діагоналі паралелограма 1d  і 2d .  

Відомо, що  bad 1 ,  bad 2 . 

Отже,    2032433121 ;;;;d  ; 

               6612433122 ;;;;d  . 

Тоді   13203 22
1 d ;        73661 222

2 d . 

 

Приклад 14. Знайти орт вектора  362 ;;a  .  

Розв’язання. Орт вектора a , тобто 0a  має одиничну довжину, а 

напрямок його співпадає з напрямком a  , тобто a  і 0a  - колінеарні, тоді 

  0aa . 

Отже,   
a

aa
aaa xx

xxx 


 00 ;     
a

aa
aaa yy

yyy 


 00 ; 

a

aa
aaa zz

zzz 


 00 . 

Маємо:     749362 222 a . 

Тоді  
7
20 xa ;   

7
60 ya ;   

7
30 za . 

 
Приклад 15. Дано три вершини паралелограма  512 ;;A  ,  234 ;;B  , 

 123 ;;C . Знайти четверту вершину D , яка протилежна до B . 

Розв’язання. Нехай точка D  має координати  z;y;x .  

 
Оскільки ABCD  - паралелограм, то DCAB  .  

A  B  

C  D  
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Тоді       322521324  ;;;;AB ;     z;y;xDC  123 . 

Отже 













;z
;y

;x

31
22

23
      













.z
;y
;x

2
4
1

 

Отже ми отримали  241 ;;D . 
           

 
Завдання для самостійної роботи 

 

1. Знайти BA 25  , якщо 



















72
15
43

A  

















6
7
2

6
3
4

B . 

2. Знайти BA  , якщо 

















397
426
012

A ;   





















182
521
304

B . 

3. Знайти x  із рівняння 














 



















05
17
66

4
17
71
34

X . 

4. Знайти визначник, розкривши його по елементам першого рядка. 
Довести, що будь-який інший спосіб обчислення не впливає на значення 

визначника:  
520
415
238

 . 

5. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь методом Крамера:  













1342
63

8523

zyx
zyx

zyx
. 

6. Знайти координати векторів AB  і AC  та їх довжину, якщо  852 ;;A ,  
 719 ;;B   і  530 ;;C . 

7. Знайти напрямні косинуси вектора AB , якщо  283 ;;A  та   370 ;;B . 
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8. Знайти координати вектора a , якщо відомі кути  ,  ,  , які він 

утворює з осями Ox , Oy , Oz , відповідно, та його довжина: 60 ;    135 ;   
120 ;   12a . 

9. Визначити, при яких значеннях   і   вектори  14 ;;a   та 

 212;;b   будуть колінеарні. 

10. Знайти довжини діагоналей та сторін паралелограма, побудованого на 

векторах a  і b , якщо:    kjia 148  ;   kjib 78  . 

11. Знайти координати вектора, направленого протилежно вектору 

a  341 ;; , якщо він має довжину, що дорівнює 4 . 

12. Перевірити, чи буде чотирикутник ABCD  трапецією, якщо  523 ;;A , 
 714 ;;B ,  483 ;;C ,  865 ;;D . 

 
 

ЛЕКЦІЯ 2. СКАЛЯРНИЙ, ВЕКТОРНИЙ ТА  
МІШАНИЙ ДОБУТКИ ВЕКТОРІВ. ПРЯМА ЛІНІЯ НА ПЛОЩИНІ  

 
2.1. Добутки векторів 

2.1.1. Скалярний добуток векторів 
 

 Скалярним добутком двох векторів a  і b  називається число, яке  
дорівнює  добутку довжин цих векторів на косинус кута між ними: 

                                                 b;̂acosbaba  .                                    (2.1) 

Звідси  випливає, що скалярний добуток двох векторів a  і b - це добуток 
модуля одного з них на проекцію другого на напрям першого вектора: 

                                             baпрbпрaba ba  .                          (2.2) 

Властивості скалярного добутку: 
1. abba  ;  

2.   cabacba  ;  

3.  baba   ;  

4. baba  0 , якщо 0a   і 0b . 
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5. Якщо вектори задані у координатній формі )a;a;a(a zyx , )b;b;b(b zyx , то 

                                         zzyyxx babababa  .                             (2.3) 

Доведення: 

 iiba)kbjbib()kajaia(ba xxzyxzyx  kkbajjba zzyy

 kjbaikbakibajibaijba zyxzzxyxxy  jkba yz

zzyyxx bababa  . 

6. 
222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
)b;̂a(cos




 ; 

7.
222
zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa
a.пр




 ; 

8. 2aaa  ; 

9. 1 kkjjii ; 

10.  0 ikkjji . 

 

Приклад 2.1. Знайти ba  , якщо   126 ;;a ,  143 ;;b  . 

Розв’язання. 11114236  )(babababa zzyyxx . 
 
 

2.1.2. Векторний добуток двох векторів 
 

 Векторним добутком двох векторів a і b називається такий вектор  с , 
який знаходиться за наступними правилами: 

а) його довжина дорівнює площі паралелограма, побудованого на 

векторах a і b  як на сторонах, тобто  b;̂asinbac   ; 

б) вектор с  розташований перпендикулярно площині векторів a  і b ; 
в) дивлячись з кінця вектора с    на площину векторів a  і b видно, що  

найкоротший поворот від вектора a   до вектора b    здійснюється проти 
годинникової стрілки (рис.2.1) (в цьому випадку говорять, що трійка векторів 
a , b  і с  є правою). 
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Векторний добуток позначають ba  . 

 

 
 
 
 

Рис.2.1 
 
Властивості векторного добутку: 
1. abba  ;                                       2. сabaсba  )( ; 

3.  baba   ;                        4. 0 ba , якщо вектори колінеарні; 

5. 0 aa ;                                         6. 0 kkjjii ; 

7. jik;ikj;kji   . 

Площа паралелограма,  побудованого на векторах a  і b , дорівнює 

довжині  векторного добутку цих векторів:  baS  . 

Площа трикутника, побудованого на векторах a  і b , дорівнює половині 

модуля векторного добутку цих векторів:  baS 
2
1

 . 

     Якщо вектори задані у координатній формі )a;a;a(a zyx ,  zyx b;b;bb , то  

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba  . 

Доведення:     kajaiaa zyx  ;         kbjbibb zyx  ; 

 jjbaiiba)kbjbib()kajaia(ba yyxxzyxzyx

 kkba zz  ikbakibajibaijbakjba xzzxyxxyzy

 jkba yz   ibaibajbajbakbakba yzzyxzzxyxxy  

 k)baba(j)baba(i)baba( xyyxxzzxyzzy  


yx

yx

zx

zx

zy

zy

bb
aa

k
bb
aa

j
bb
aa

i  

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

. 

 

c  b  

a  
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Приклад 2.2. Знайти ba  , якщо  126 ;;a ,  143 ;;b . 

Розв’язання. 
143
126

kji

bbb
aaa
kji

ba

zyx

zyx








43
26

13
16

14
12

kji kji 1896  . 

 
 

2.1.3. Мішаний добуток трьох векторів 
 

Мішаним добутком трьох векторів a , b  і с   називається їх векторно-

скалярний добуток, тобто   сba  , та позначається сba .  

Властивості мішаного добутку: 
1. Мішаний добуток трьох векторів не змінюється при циклічній 

перестановці його співмножників:       baсaсbсba  . 
2. Мішаний добуток трьох векторів не змінюється при переставленні 

знаків векторного та скалярного множення:    сbaсba  . 
3. Мішаний добуток трьох векторів  змінює свій знак на протилежний, 

якщо переставити місцями два будь-які вектори:     сabсba  . 

4. Якщо  для ненульових векторів 0сba , то  вектори   a , b  і с    

компланарні.  

Якщо вектори задані у координатній формі  zyx a;a;aa ,  zyx b;b;bb , 

 zyx с;с;сс  , то  

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

сba  . 

Доведення:   сba =   сba  =   kсjсiс
bbb
aaa
kji

zyx

zyx

zyx

 

  









 x

zy

zy
zyx

yx

yx

zx

zx

zy

zy с
bb
aa

kсjсiс
bb
aa

k
bb
aa

j
bb
aa

i  
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 z
yx

yx
y

zx

zx с
bb
aa

с
bb
aa

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

. 

Об'єм  паралелепіпеда,  побудованого  на  векторах a , b  і с ,  дорівнює 

zyx

zyx

zyx

пар

ccc
bbb
aaa

сbaV   , де знак обирається таким чином, щоб результат 

був додатним числом. 
Об'єм піраміди, побудованої на векторах a , b  і с ,основою якої є 

трикутник, дорівнює   

zyx

zyx

zyx

.пір

ccc
bbb
aaa

сbaV
6
1

6
1

 . 

 

Приклад  3. Обчислити    ijikii 2223  .                    

 Розв’язання.         ijjijikii 2202223      

242  ijjj .             

 
 

2.2.  Аналітична геометрія на площині  
 

Аналітична геометрія - це розділ геометрії, який досліджує найпростіші 
геометричні об'єкти засобами елементарної алгебри на основі методу 
координат. Створення аналітичної геометрії зазвичай приписують Р. Декарту, 
що виклав її основи в останньому розділі свого трактату «Міркування про 
метод», під заголовком Геометрія. 

Дві задачі аналітичної геометрії: 
1) дано лінію, як геометричне місце точок, треба записати її рівняння; 
2) дано рівняння лінії, треба її побудувати. 
Лінія на площині визначається як геометричне місце точок площини, які 

мають деякі загальні властивості. Лінію на площині можна визначити за 
допомогою рівняння. 
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Рівнянням лінії на площині xOy  називається таке рівняння   0y,xF  з 

двома змінними, якому задовольняють координати x  і y  кожної точки лінії і 

не задовольняють координати будь-якої точки, що не належить цій лінії. 
Змінні x  і y  в рівнянні лінії називаються поточними координатами точок 

лінії. 
 
 

2.2.1. Пряма лінія на площині 
 
Типи рівнянь прямої на площині: 
1.     000  yyBxxA  -  рівняння прямої, що проходить через 

задану точку перпендикулярно даному вектору. 
2. 0 CByAx  -  загальне рівняння прямої; 

3. 
n

yy
m

xx 00 



 - канонічне рівняння прямої; 

4. 
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx








 - рівняння прямої, що проходить через дві точки; 

5. bkxy   - рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом, де  k - кутовий 

коефіцієнт прямої, що дорівнює тангенсу кута  між прямою та додатним 
напрямком осі Ox ; 

6. 1
b
y

a
x

  - рівняння прямої у відрізках на осях; 

7.  00 xxkyy   - рівняння прямої, що проходить через задану точку 

 000 y,xM   у заданому напрямку. 

Виведемо деякі з цих рівнянь, опираючись на попередній матеріал  
лекцій. 

 
Рівняння прямої, що перпендикулярна даному вектору. Нормальним 

вектором до прямої l називається вектор  B,AN , який є перпендикулярним до 
цієї прямої. 

Нехай в декартовій прямокутній системі координат на площині хОу 
задано пряму l , яка містить точку  000 y,xM , та нормальний вектор  B,AN   
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цієї прямої.  Побудуємо на прямій l  вектор  000 yy,xxММ  , де  точка 

 y,xM  будь-яка точка прямої з поточними координатами. Оскільки вектор 

 B,AN ММ0 , то скалярний добуток цих векторів дорівнює нулю. 

Отже,  N 00 ММ , або 

                                                                000  yyBxxA  .                                      (2.4) 

Рівняння (2.4) називається рівнянням прямої, що проходить через дану 
точку перпендикулярно даному вектору. 

 
Загальне рівняння прямої. Доведемо, що будь-яке рівняння першого 

степеня означає пряму лінію на площині. Отже, маємо рівняння першого 
степеня: 0 CByAx . У цьому рівнянні одночасно A  та B  не можуть 

дорівнювати нулю. Припустимо, для визначеності, що 0B . Тоді останнє 

рівняння можемо переписати у вигляді   00 













 

B
CyBxA . Це 

рівняння є рівнянням прямої, що проходить через точку 





 

B
C,M 0   

перпендикулярно вектору  B,AN .  
Отже, рівняння  
                                               0 CByAx                                          (2.5) 

визначає пряму лінію на площині і називається загальним рівнянням прямої. 
 
Канонічне рівняння прямої. Напрямним вектором прямої називається 

вектор, що лежить на цій прямій, або розташований паралельно їй. 
Нехай в декартовій прямокутній системі координат на площині хОу 

задано пряму l , яка містить точку  000 y,xM , та напрямний вектор цієї прямої 

 n,ms . 

Оберемо на прямій l   довільну точку  y,xM  з поточними 

координатами. Тоді,  вектори  n,ms  та  000 yy,xxММ   колінеарні. За 

умовою колінеарності  

                                          
n

yy
m

xx 00 



.                                             (2.6) 

Рівняння (2.6) називається канонічним рівнянням прямої. 
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Рівняння прямої, що проходить через дві точки. Розглянемо в 
декартовій системі координат пряму l , на якій знаходяться дві відомі точки 

 111 y,xM  та  222 y,xM . Треба знайти рівняння прямої l . Вектор 

 121221 yy;xxMM   можна вважати напрямним вектором прямої l , 

оскільки він належить прямій.  
Тоді з рівняння (2.6) маємо 

                                              12

1

12

1

yy
yy

xx
xx








.                                     (2.7) 

Рівняння (2.7) називається рівнянням прямої, що проходить через дві 
точки. 

 
Рівняння прямої в відрізках на осях. Пряма  l  відсікає по осях Ox  та 

Oy  відрізки, що дорівнюють a  та b  відповідно (рис.2.2). Треба визначити 

рівняння прямої. 
Скористаємося рівнянням (2.7). Оскільки пряма проходить через точки 

);a(A 0 та )b;(B 0 , маємо  
0
0

0 






b
y

a
ax , або, остаточно 

                                                  1
b
y

a
x

.                                                (2.8) 

Рівняння (2.8) називається рівнянням у відрізках на осях. 
 
 
  

 
 

 
                                                                   
                                                             Рис.2.2 
 
Приклад 2.4. Записати рівняння прямої 21 MM , якщо  241 ,M   532 ;M  

Визначити її кутовий коефіцієнт. 
Розв’язання. Згідно з формулою (2.7) 

                                    y  
 
                                    B (0 ;  b )  
 
 
 
          A (a ;  0 )                                 x  
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7

2
1
4

25
2

43
4 











 yx

)(
)(yx , або

 
2872  xy . 

Отже,  маємо 267  xy . Тоді 7k . 

 
Деякі задачі аналітичної геометрії на площині: 

1. Кут між двома прямими.  Розглянемо  
дві прямі на площині:  

         111 bxky:L    та   222 bxky:L   

(рис.2.3). Позначимо гострий кут  між прямими  

1L  та 2L  через  . Тоді  
21

12

1 kk
kk

tg



 .   

                   Рис. 2.3 
 

Особливі випадки: 1221 kkL||L  ; 

                                
1

221
1

k
kLL  . 

 
          2. Відстань від точки до прямої. 
Відстань від точки  00 y,xM  до прямої  

0 CByAx  (рис.2.4)  обчислюється за 

формулою: 
 

          Рис.2.4                                              
22

00

BA

CByxA
d




  .    

                                                        
3. Ділення відрізка у рівному відношенні. 

Нехай точка  y;xC  ділить відрізок AB  навпіл. Тоді  

2
BA xx

x


 , 
2

BA yy
y


 . 

 
Приклад 2.5. Знайти кут між прямою 24  xy  та прямою AB , де 

 73;A ,  32;B  . 
Розв’язання. Знайдемо спочатку рівняння прямої AB  за формулою (2.7): 



 32 

         124355
4
7

5
3

73
7

32
3















 xyyxyx . Отже,  маємо: 

02354  yx . Звідси  
5
4

1 k .  Кутовий коефіцієнт заданої прямої  -  42 k .  

Тоді, .
kk
kk

tg
21
16

4
5
41

5
44

1 21

12 








  Отримаємо 
21
16

arctg . 

 
Приклад 2.6. Обчислити відстань від точки  82;M   до прямої 

23  xy .  

Розв’язання. Перепишемо рівняння прямої у загальному вигляді: 

023  yx . Тоді,  
 

  10
16

13

28123
2222

00 










BA

CByxA
d .

 

 

 
ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ № 2. 

ВЕКТОРИ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
 

Скалярний добуток векторів 
 

Приклад 1. Обчислити скалярний добуток   cba 32  , якщо  321 ;;a  , 

 140 ;;b ,  532 ;;с . 

Розв’язання.         5323140232 ;;;;cb  

     131761596280  ;;;;;; , 

    67393461331726132  cba . 
 
Приклад 2. Обчислити  baa 3;cos , якщо  2;3;2 a  та 

 1;1;2 b  .  

Розв’язання.          11269611223233 ;;;;;;;;bac   

 588 ;; . 
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    





222222
3

zyxzyx

zzyyxx

cccaaa

cacaca
c;̂acosba;̂acos  

 
51
50

15317
50

588232

528382
222222










)()(
. 

 

Приклад 3. Обчислити    aпр ba 32  , якщо  301 ;;a   та  312  ;;b  . 

Розв’язання.     3123301232 ;;;;bac     936602 ;;;;  
 338  ;; , 

   
    82

1

338

333081
222222














zyx

zzyyxx
с

ссс

сaсaсa
aпр . 

 
Приклад 4. Обчислити внутрішній кут A  у трикутнику ABC , 

де  3;0;1A   2;1;5 B  3;4;2 C . 

Розв’язання. Кут A  розташований між векторами AB  та AC , тому, 
треба знайти координати цих векторів: 

   114320115  ;;;;AB ; )6;4;1()33;04;12( AC . 

Тоді, 
      53

2
5318

6

641114

614114
222222







)(Âcos . 

3751
53
2 ,arccosÂ   рад.  

 
Приклад 5. При якому значенні змінної  x  вектори   14 ;;xa   та 

 x;;b 312   перпендикулярні? 

Розв’язання.  0 baba . 

Отже     031142  xxba , або 404  xx . 

 
Приклад 6. Сторони трикутника ABC  співпадають з векторами 

nmAB  2  та nmAC 2 . Обчислити, чому дорівнює довжина сторони 

BC , якщо 3m , 6n  та кут між векторами m  та n  дорівнює 30  .   
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Розв’язання.      nmnmnmABACBC 322  . 

     nmnmBCBCBC 33  22 96 nnmm  

 22
9306 ncosnmm  369

2
36363  381 . 

 
Векторний добуток векторів 

 
Приклад 7. Знайти площу трикутника ABC , якщо  342 ;;A ,  322 ;;B   

та  535 ;;C . 

Розв’язання.  ACABbaS 
2
1

2
1

 . 

Знайдемо координати векторів  zyx a;a;aAB  та  zyx b;b;bAC : 

 624 ;;AB  ;    813 ;;AC  . 

 ACAB 



813
624
kji

bbb
aaa
kji

zyx

zyx 










13
24

83
64

81
62

kji  

kji 105010  . 

2
27001002500100

2
1105010

2
1

2
1 222  )(ACABS

315  кв. од. 
 
Приклад 8. Знайти довжину висоти CE  трикутника ABC , якщо 

 504 ;;A ,  462 ;;B  та  855 ;;C  . 

Розв’язання.  З курсу планіметрії відомо, що CDABS 
2
1

 ,  а з курсу 

векторної алгебри  ACABS 
2
1

 .  

Тоді, маємо CDAB 
2
1 ACAB 

2
1

.    Тому 
AB

ACAB
CD


 . 

Знайдемо координати векторів  zyx a;a;aAB  та  zyx b;b;bAC : 

 162  ;;AB ;    351 ;;AC  . 
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Отже,     ACAB 








35
16

351
162 i

kji

bbb
aaa
kji

zyx

zyx

   









51
62

31
12

kj kji 4513  . 

Довжину вектора AB обчислимо за формулою: 

  749362 222222  zyx aaaAB  

.
AB

ACAB
CD

7
210

7
4513 222







  

 
Приклад 9. Обчислити площу паралелограма, сторони якого співпадають 

з векторами nma 4   та nmb 32   , якщо 7m , 4n , та кут між 

векторами m  та n  дорівнює 30 .   

Розв’язання.      nmnmbaS 324  

 nnnmmnmm 12382  nmnmnm 1138  

154
2
147113011  sinnm   (кв. од.) 

 
Мішаний добуток векторів 

 
Приклад 10. Знайти   об’єм  піраміди  AKLM ,  якщо    412 ;;A ,  

 146 ;;K  ,   0104 ;;L  та    882 ;;M   . 

Розв’язання.  

zyx

zyx

zyx

пір

ccc
bbb
aaa

сbaV
6
1

6
1

 . 

Побудуємо три вектори, що виходять з точки A : 

   338  ;;a;a;aAK zyx ; 

   492  ;;b;b;bAL zyx ; 

   494 ;;с;с;сAM zyx  . 
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Маємо:  















44
42

3
49
49

8
494
492
338

AMALAK  





94

92
3   301838308  .  

Отримаємо 530
6
1

пірV  куб. од. 

 

Приклад 11. При якому значенні змінної  x   вектори   53 ;;xa  , 

 210  ;;b  та  131  ;;c  будуть компланарними? 

Розв’язання.  Вектори будуть компланарними, якщо їх мішаний добуток 

буде дорівнювати нулю:   0

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

сba . 

 Отже,   











31
10

5
11
20

3
13
21

131
210

53
x

x
сba  

015235  )(x .    Маємо 
5

110115  xx . 

 
  Приклад 12. Знайти довжину висоти  OAH   піраміди  OKLM  , якщо 

O  – початок координат,  624 ;;K  ,  238 ;;L    та   4010 ;;M . 

Розв’язання.  З курсу стереометрії відомо, що HSV
MLKпір 3

1
 ,  а з 

курсу векторної алгебри 

zyx

zyx

zyx

пір

ccc
bbb
aaa

сbaV
6
1

6
1

 . 

Тоді, маємо   HSсbaV
KLMпір 3

1
6
1

 ,   звідки   
KLM

S
cba

H
2


  . 

KMKLS
MLK


2
1

 ,   тоді 
KMKL

cba
H




 . 
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     4010238624  ;;OMc;;;OLb;;;OKa . 

    204306122124
4010

238
624







cba . 

Щоб  знайти площу трикутника, знайдемо координати векторів 

KL та KM :  4512  ;;KL ;  1026 ;;KM . 

kji
kji

KMKL 5414442
1026
4512 


 ; 

      254165414442 222 KMKL .  

Тоді  
706
34

25416
204

H  (лін. од.)  

 
Пряма лінія на площині 

 

Приклад 13. Побудувати прямі :   а) xy
3
1

   ;   б) 01052  yx  ;    

в) 2y . 

Розв’язання. а) xy
3
1

 . 

Для побудови цієї прямої треба вибрати будь-які дві точки, що їй 
належать: 

х у 
0 0 
3 -1 

 

 

y  

 -  -  - 3  0  
       

          - 

 

x  

   1  
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б) 01052  yx . 

Для того, щоб побудувати цю пряму доцільно привести її рівняння до 

рівняння в відрізках на осях     1
b
y

a
x : 

1
25

1052 



yxyx ;   отже 25  b;a  

 
 
 
 
 
 

 
 
   в) 2y .   

 

 
 
 
Приклад 14. Записати рівняння прямої, зображеної на рисунку. 

Обчислити відстань від початку координат до цієї прямої.    
 
                                                           

 

O 

3 

 

y 

x 4 

=arctg4 

 
 

 -  - 2y

 

0  
       

x  

y  

 -  -  - 
5  0  

       
   - 

 

x  

y  

 -  - 

 - 

 

2  
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Розв’язання. Скористаємося рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом 
bkxy  . Як відомо, tgk  , тоді 44  arctgtgk . Пряма проходить через 

точку (4;3).  
Отже 13;443  bb . Рівняння прямої буде мати вигляд: 

134  xy . 

Відстань від точки  000 y,xM  до прямої 0 CByAx  знаходиться за 

формулою: 
22

00

BA

CByxA
d




 . Перепишемо рівняння отриманої прямої у 

загальному вигляді: 0134  yx . Тоді  відстань від початку координат до 

цієї прямої буде дорівнювати 
17

13

14

130104
22







)(
d . 

 
Приклад 15. Записати рівняння прямої, проведеної через точку  52;B  

паралельно до прямої AC , якщо   24;A   та  73;C .  
Розв’язання.  Оскільки шукана пряма паралельна до прямої AC , то 

вектор  57;AC  можна вважати напрямним вектором цієї прямої, і її рівняння 
за формулою (2.6) буде мати вигляд: 

5
5

7
2 


 yx  або    5725  yx .  

Остаточно отримаємо: 02575  yx . 

 
Приклад 16. У трикутнику з вершинами  04;A ,  35;B  та  22;C   

знайти рівняння та довжину   медіани BK .                                                                             

Розв’язання. Оскільки  BK  - медіана трикутника  ABC , то KCAK   і 

тоді  1
2

24
2







 CA
K

xx
x ;   1

2
20

2






 CA

K
yy

y . 

Отже  11;K ,  35;B . Скористаємося рівнянням прямої, що проходить 

через дві точки: 
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx








; 

 1412
13
1

15
1







 y)x(

yx , або 012  yx . 

Довжина медіани  BK : 
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        52203151 2222
 BKBK yyxxBK . 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
Приклад 17. У трикутнику з вершинами  54;A ,  26;B  та  13 ;C  

знайти рівняння висоти BM . 
Розв’язання.  Висота  BM перпендикулярна основі AC , тому кутові 

коефіцієнти цих прямих пов’язані співвідношенням: 
AC

BM k
k 1

 . Кутовий 

коефіцієнт прямої AC  можна обчислити за формулою 

6
43
51










AC

AC
AC xx

yy
k .    Тоді 

6
1

BMk . 

Скористаємось рівнянням прямої, що проходить через дану точку у 

даному напрямку:  BBMB xxkyy  . Маємо  6
6
12  xy , або 

03
6
1

 yx , або 0186  yx  

 
 

 
 

 

 

 

 
 
 

 -  -  - 

5  0  
      x  

y  

 -  - 

  - 

  - 

  - 

  - 

          - 

         
         

          

 1  2  

 2  

  3  

 A  

 B  
 C  

 K  

y  

    4  

    5  

  С  

 -  -  - 0  
      x  

 -  - 

  - 

  -         

  - 

             

 3  

 2  

  3  

   - 

    - 

    - 

    - 

  4    6    5  

  1  

   A  

  B  
   M  

                  
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Завдання для самостійної роботи 
 

1. Обчислити  ba;̂acos 32  , якщо  741 ;;a   та  315  ;;b  .  

2. Обчислити     baпр a 2 , якщо  741 ;;a   та  532  ;;b . 

3.Обчислити зовнішній кут B  у трикутнику ABC , де  303 ;;A , 

 625 ;;B  ,  3;4;2 C . 

4. При якому значенні параметра  х вектори   17 ;x;a   та 

 x;;xb 31   перпендикулярні? 

5. Сторони трикутника ABC  співпадають з векторами nmAB  3  та 

nmAC 4 . Обчислити, чому дорівнює довжина сторони BC , якщо 1m , 

12n  та кут між векторами m  та n  дорівнює 150 .  

6. Знайти площу трикутника ABC , якщо  013 ;;A ,  743 ;;B   та 
 535 ;;C . 

7. Знайти довжину висоти AE  трикутника ABC , якщо  937 ;;A , 
 462 ;;B  та  855 ;;C  . 

8. Знайти   об’єм  піраміди  AKLM ,  якщо    824 ;;A  ,   146 ;;K  ,  
 136 ;;L  та    882 ;;M   . 

9. Знайти довжину висоти  KAH   піраміди  OKLM  , якщо O  – початок 
координат,  3102 ;;K ,  238 ;;L    та   4010 ;;M . 

10. Побудувати прямі :   
 а) 25  xy ;   б) 01234  yx ;    в) 06 x . 

11. Записати рівняння прямої, проведеної через точку  14;B   

перпендикулярно до прямої AC , якщо   17;A  та  32;C .  
12. У трикутнику з вершинами  12;A  ,  38;B  та  22;C   знайти 

рівняння та довжину   медіани AK .                                                                             
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 ЛЕКЦІЯ 3. ВСТУП У МАТЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ. 
ГРАНИЦІ ФУНКЦІЙ 

 
Термін «математичний аналіз» вживають у двох розуміннях, а саме: в 

широкому – як вивчення будь-яких явищ за допомогою математичних моделей, 
та вузькому – як назву певної частини математики, у якій функція та її 
узагальнення вивчаються методом границь. Інша назва цієї математичної 
дисципліни є «диференціальне та інтегральне числення», оскільки саме 
диференціювання та інтегрування є основними операціями математики 
неперервних змінних величин. 

Первісними поняттями (або основними об’єктами) цього розділу є 
поняття дійсного числа (як моделі для сталої величини) та функції (як моделі 
для змінної величини). 
 
 

3.1. Множини дійсних чисел 
 

Поняття множини є одним з головних понять математики, яке не має 
визначення. Задати множину – означає назвати закон чи правило або 
характерну властивість об’єктів множини, за якими про кожний об’єкт можна 
зробити висновок: належить він цій множині чи ні. Якщо елемент x  належить 
множині X , то пишуть Xx , якщо Xx  - елемент x  не належить X . 
Множина, яка не містить жодного елемента, – порожня і позначається Ø.  

У курсі математичного аналізу використовують множини, елементами 
яких є числа. Такі множини називають числовими. Серед числових множин 
виділимо такі:  

множина натуральних чисел  ,...n,...,,,N 321  (від natural - природний);   

множина цілих чисел  ,...n,...,,,Z  210 ;  

множина раціональних чисел 






  Nn,Zm|

n
mQ . 

Кожне раціональне число є скінченним десятковим або нескінченним 
періодичним десятковим дробом. Ірраціональним числом називають 

нескінченний неперіодичний десятковий дріб. Наприклад, числа 3 , 4 5 , які є 
коренями алгебраїчних рівнянь, - алгебраїчні ірраціональні числа; числа  , e , 
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3lg  - трансцендентні числа. Усі раціональні та ірраціональні числа утворюють 

множину дійсних чисел  ...a...aaa,aR n3210 , де 0a  - невід’ємне ціле 

число, а кожне з  ,...n,...,,,Zan 2100  .  

Отже, RQZN  . 
 
Зауваження 3.1. Якщо для наочного уявлення дійсного числа з різних 

неперервних величин взяти найпростішу, тобто довжину відрізка, то отримаємо 
зручне й корисне зображення дійсного числа у вигляді точки координатної 
прямої, тобто прямої, на якій обрано початкову точку, напрям та одиницю 
довжини. 

 
Отже, дійсне число є мірою неперервної величини, що виникає при 

уявному вимірюванні її значення шляхом порівняння цього значення з 
відповідним еталоном. 
 
 

3.2. Функція однієї змінної  
3.2.1. Поняття  функції. Способи задання функції 

 
Нехай D   і Ұ – дві числові множини. Якщо кожному значенню Dx  за 

деякими правилами  f  поставлено у відповідність єдине число y Ұ, то ця 

відповідність задає функцію  xfy  . Множина  fDD   називається 

областю визначення, множина     Dx,xfDfE   - називається областю 

значень функції; x  називається аргументом функції. 
Основними способами завдання функції є такі: аналітичний – якщо вона 

задана за допомогою однієї або кількох формул; табличний – якщо 
відповідність між змінними x  та y  задається у вигляді таблиці; графічний – 

якщо функцію подають на малюнку у вигляді певної кривої, що задає множину 
точок  y,x  площини, прямокутні координати яких задовольняють рівняння 

 xfy  . 
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Приклад 3.1.  Знайти область визначення функції:  

 2425 xy   
1
12




x
xln . 

Розв’язання. Областю визначення першого доданка є множина тих 

значень x , що задовольняють нерівність 0425 2  x , тобто  52521 ,;,X  .  

Областю визначення другого доданка є множина тих значень x , що 

задовольняють нерівність 0
1
12





x
x  , тобто     ;,;X 1502 . 

Областю визначення заданої функції є переріз цих множин, тобто 
     5215052 ,;,;,x:fD  . 

 
Приклад 3.2. Знайти множину значень функції xsiny 5312  . 

Розв’язання. Оскільки 15 xsin , тобто 151  xsin , тоді 

3533  xsin  та 1553129  xsin . Отже,    159;y:fE  . 

 
 

3.2.2. Деякі класи функцій 
 

Обмежені функції. Функцію   Dx,xfy   називають обмеженою на 

множині D , якщо існує таке число 0M , що для всіх Dx  виконується 
нерівність   Mxf  . 

Наприклад, функція xcosy   обмежена на всій числовій осі, 1xcos  

для   ;x . Графік функції є у смузі між прямими 1y , 1y . 

 
Монотонні функції. Нехай функція  xfy    визначена на множині D . 

Якщо для двох довільних різних значень 1x  і 2x  аргументу з цієї множини при 

умові 21 xx  , то маємо: 

а)    21 xfxf   - функція зростаюча; 

б)    21 xfxf   - функція спадна; 

в)    21 xfxf   - функція неспадна; 

г)    21 xfxf    - функція незростаюча. 

Всі ці функції називаються монотонними. 
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Парні і непарні функції. Функцію  xfy  , визначену на симетричній 

множині  axaD  , називають парною, якщо для будь-яких Dx  

виконується умова    xfxf  , і непарною, якщо    xfxf  . 

Наприклад, xsiny   - непарна функція, xcosy   - парна функція. 

Зауважимо, що графік парної функції симетричний відносно осі Oy , а графік 

непарної функції симетричний відносно початку координат. 
 

Приклад 3.3. Перевіримо, парною чи непарною є функція 

  tgxxxf 45  . 

Розв’язання. Для функції  xf  область визначення   RfD  , і якщо 

 fDx , то  fDx . Обчислимо        tgxxxtgxxf 44 55      

   xftgxx  45 . Отже, функція  xf  непарна.  

 
Періодичні функції. Функцію  xfy  , яка визначена на всій числовій 

осі, називають періодичною, якщо існує таке число 0T , яке називається 
періодом, що    xfTxf  , Rx . 

Якщо число T  - період функції  xf , то її періодами є також числа Tk  , 

,...,k 21  . 

З означення маємо, що для побудови графіка періодичної з періодом T  
функції достатньо побудувати її графік на проміжку довжиною T , а потім 
продовжити цей графік, повторюючи його через кожний проміжок довжини T . 
 

Обернені функції. Нехай на множині D  задана функція  xfy   із 

множиною значень  fE . Якщо кожному Ey  відповідає єдине значення 

Dx , які зв’язані формулою   xy  , то кажуть, що на E  задана функція 

   yfyx 1  , обернена до функції  xfy  , а функція  xfy   є 

оборотною [3].  Функції  xfy   і  yx   називаються взаємно оберненими. 

Область значень E  функції  xfy   є областю визначення оберненої функції 

 yfx 1 , а область визначення D  функції  xfy   є множиною значень 

функції  yfx 1 . 
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Достатня умова існування оберненої функції.  Для того, щоб існувала 
функція, обернена до функції  xfy  , досить, щоб  xf  монотонно зростала 

(спадала). У цьому випадку обернена функція також монотонно зростає 
(спадає).  
 

Приклад 3.4. Перевіримо, чи є оборотними наступні функції:  

1)   2xxf  ,    RfD  ;   2)   32  xxf ,    RfD  . Для оборотних знайти 

обернені. 

Розв’язання. Функція   2xxf  ,   RfD   не є оборотною, тому що 

двом різним значенням cx 1  та cx 2  з області визначення цієї функції 

відповідає одне число     2ccfcf  , тобто не виконується умова існування 

оберненої функції. 
Для функції   32  xxf  з умови 21 xx   маємо, що    21 xfxf  , що 

означає існування для неї оберненої функції, тобто її оборотність. З рівності 

32  xy  отримаємо, що 
2

3


y
x . Отже, функція 

2
3


xy  є оберненою до 

функції 32  xy . 

 
Складні функції. Нехай функція  ufy   визначена на множині  fU , а 

функція  xu   визначена на множині  fD , і всі її значення Uu . Тоді 

змінна y  через проміжну функцію u  є функцією x :   xfy  . У цьому 

випадку y  називається складною функцією від x  (композицією, 

суперпозицією функцій, або функцією від функції). 

Наприклад, 2uy  , xsinu  , тоді xsiny 2   є складною функцією від 

x , для якої   Rx:fD  ,     ;y:fE 0 . 

 
Елементарні функції та їх класифікація. Функції Cy   

 RC,constC  , степенева функція xy  , R , показникова xay   

 10  a,a , логарифмічна xlogy a   10  a,a , тригонометричні 

xsiny  , xcosy  , tgxy  , ctgxy  , обернені тригонометричні xarcsiny  , 
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xarccosy  , arctgxy  , arctgxy   називаються основними елементарними 

функціями.  
Кожну функцію, яку можна задати за допомогою формули, що містить 

лише скінченне число арифметичних дій   ,,,  і суперпозицій основних 

елементарних функцій, називають елементарною функцією. 

Наприклад, функція   xarcsinlogxxxcosy xtg 2542 5
3223   

елементарна. Функції xy  , !ny  , Nn  не є елементарними. 

Елементарні функції поділяють на три класи: раціональні, ірраціональні 
та трансцендентні.  

Функцію   n
nn xa...xaxaaxP  2

210 , де  n,ia i 1  - дійсні 

числа, а Nn , називають цілою раціональною функцією, або многочленом 
степеня n .  Відношення двох цілих раціональних функцій  

                            
m

m

n
n

xb...xbxbb
xa...xaxaa

xR



 2

210

2
210             Nm,n   

називають дробово-раціональною функцією. 
Ірраціональні функції – це функції, які задані формулою, отриманою 

внаслідок скінченної кількості суперпозицій сталих, раціональних і степеневих 
функцій з дробовими показниками, і чотирьох арифметичних дій, застосованих 
скінченне число раз. 

 Наприклад, функція 5
4

3 1
xx

xy



  є ірраціональною.  

Елементарні функції, які не є ні раціональними, ні ірраціональними, 
називають трансцендентними.  

Наприклад, функція xxlogxsiny 673 6   трансцендентна. 
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ГРАФІКИ ОСНОВНИХ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦІЙ 
Алгебраїчні функції 

      

 
             xy                          3xy  , 12  nxy                  2xy  , nxy 2  

 
 
 

 

                                   
x

y 1
 , 

12
1



nx

y                 
2

1
x

y  , 
nx

y
2
1

  

 
 
 

 
xy  , n xy 2       3 xy  , 12  n xy          23 xy  , mn xy 212   

                                                                           mn 212   
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Трансцендентні функції 
 

 
              xsiny                                                  xcosy   

 
 
 

 
 
      tgxy                                           ctgxy   
 
 
 

 
                                  xarcsiny                             xarccosy   
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 arctgxy                                 arcctgxy   
 

 
 xay  , 1a    xay  , 10  a   1 a,xlogy a   10  a,xlogy a  
 
 

Деякі неелементарні функції. 
1. xy   - абсолютне значення або модуль числа. 

 

2.  xy   - ціла частина числа 

 

- 2  

- 

- 

- 

- 

- 

- 

 -  -  -  -  -  -   

  
  

  

  

1  

2  

3  

4  

1  2  3  
-1  

- 2  -1  - 3  
0  

x  

y  

45  

0  

y  

x  
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3.  xy   - дробова частина числа 

 

4. 













00
01
01

x,
,x,
,x,

xsigny  - знак числа. 

 
 

 
 

3.3. Границі послідовностей і функцій 
3.3.1. Границя числової послідовності 

 
Числова послідовність. Функцію  nfxn  , задану на множині 

натуральних чисел  NnN  , називають числовою послідовністю і позначають 
   ,...x,...,x,xx nn 21 . 

Числову послідовність зазвичай задають формулою загального члена, 
який є функцією номера n :  nfxn  , Nn . 

Геометрично послідовність зображується на числовій осі у вигляді 
послідовності точок, координати яких дорівнюють відповідним членам 
послідовності, або точками координатної площини xOy , якщо відкладати на 

осі Ox  номери n  членів послідовності, а на осі Oy  - відповідні члени.  

Часто доводиться вивчати поведінку членів послідовності при 
необмеженому зростанні номера n  (при n ). Так, усі члени послідовності 

 -  -  -  - 

 1  

0  
x  

y  

                 

 -1  2  1  3  

     

     

    0  

1  

-1  

x  

y  
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







n
1  відмінні від нуля, але чим більше n , тим менше nx  відрізняється від 0 . 

Кажуть, що члени цієї послідовності прямують до 0  при n , а число 0  є 
границею цієї послідовності.  
 

Границя послідовності. Число a  називається границею послідовності 
 nx , якщо для будь-якого наперед заданого як завгодно малого додатного 

числа 0  існує такий номер N , починаючи з якого виконується нерівність 

 axn , як тільки Nn  . У цьому випадку кажуть, що послідовність  nx  

збігається до числа a , і записують це так: axlim nn



. 

Послідовність, яка має границю, називається збіжною, а яка не має 
границі – розбіжною. 
 

Зауваження 3.2. Означення границі послідовності було дано Огюстом 
Коші (французький математик, 1789 – 1857) і привело до появи методу границь, 
застосування якого зумовило створіння диференціального та інтегрального 
числення математичного аналізу. Суть методу полягає в наступному: для 
визначення невідомої величини знаходять необмежене число її наближень, а 
потім знаходять саму величину як границю цих наближень. На основі поняття 
границі сформульовані поняття похідної і визначеного інтегралу. 

 
Властивості збіжних послідовностей.  
1) Якщо границя послідовності існує, то вона єдина. Припустимо, що 

axlim nn



   і bxlim nn




   ba  . Це означає, що для 0  існує таке 

натуральне число  NN  , що для всіх членів послідовності з номерами 

Nn   виконується нерівність:  axn ,  bxn . Візьмемо ba 
3
1

 . 

Тоді baaxn 
3
1 , 1Nn  ; babxn 

3
1 , 2Nn  . 

Візьмемо тепер натуральне число N , більше за 1N  і 2N . Отже, для 

Nn   одночасно будуть виконуватися обидві вищезазначені нерівності, а саме 

    babxaxbxxabxxaba nnnnnn 
3
2 . 
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Тобто baba 
3
2

, а це неможливо, якщо ba  . Таким чином, 

наше припущення, що послідовність може мати різні границі, привело до 
протиріччя. 

2) Кожна збіжна послідовність є обмеженою. 
3) Границя сталої величини дорівнює цій сталій величині.  

Якщо Cxn  , constC  , то зрозуміло, що  0CCCxn  для 

всіх ,...,,n 321 . Отже, CClim
n




. 

4) Якщо існують скінченні границі послідовностей  nx   і  ny : 

axlim nn



, bylim nn




, то існують і границі їхньої суми, різниці, 

добутку та частки, а саме: 
  baylimxlimyxlim nnnnnnn




; 

  baylimxlimyxlim nnnnnnn



. 

Наслідок.   nnnnnnn
ylimCylimClimyClim


 . 

 0


bbaylimxlim
y
x

lim n
n

n
nn

n

n
. 

5) Кожна монотонна обмежена послідовність має границю. 

Наприклад, відомо [1], що послідовність 
n

n n
xx 





  1 , Nn  

монотонно зростає і обмежена для будь-якого числа Rx , і тому вона є 
збіжною.   Границю цієї послідовності називають експонентою дійсного числа 

x  і позначають xexp  або xe . Отже, x
n

n
e

n
xlimxexp 





 


1 , Rx . Зокрема, 

якщо 1x , дістаємо число  71827182818282111 ,...,
n

limexpe
n

n







 


. 

 
Нескінченно малі і нескінченно великі послідовності. Послідовність 

 n  називають нескінченно малою, якщо 0


nn
lim  , тобто для 0  існує 

такий номер  0n , що для всіх натуральних 0nn   виконується нерівність 

 n .  
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Послідовність  nx  називають нескінченно великою, якщо для будь-

якого 0M  існує такий номер  Mnn 00  , що для всіх членів послідовності з 

номерами 0nn   виконується нерівність Mxn  , і записують 


nn
xlim . 

 
Зв'язок між нескінченно великою і нескінченно малою 

послідовностями. Послідовність  nx  - нескінченно велика тоді й тільки тоді, 

коли послідовність 








nx
1  нескінченно мала. 

 
Невизначені вирази. Властивості границі суми, добутку і частки 

числових послідовностей  nx  та  ny  доведені в припущенні, що ці 

послідовності мають скінченні границі, а границя знаменника в теоремі про 
границю частки не дорівнює нулю. 

Розглянемо випадок, коли послідовності  nx  та  ny  є нескінченно 

великі, тобто 


nn
xlim , 


nn

ylim . Сума та добуток таких послідовностей є 

нескінченно велика послідовність. Однак про їх різницю та частку у загальному 
випадку не можна нічого сказати. Отже, якщо 


nn

xlim , 


nn
ylim , то 

вираз nn yx   є невизначеність типу   , а вираз 
n

n

y
x

 є невизначеність 

типу 







 . Дослідження таких невизначеностей називають розкриттям 

невизначеності.  
 

Зауваження 3.3. Для розкриття невизначеності 







 , яка задана 

відношенням двох многочленів, можна користуватися наступним правилом: 
1) якщо найвищий степінь чисельника вище найвищого степеня 

знаменника, то границя дробу нескінченно велика; 
2) якщо найвищий степінь чисельника нижче найвищого степеня 

знаменника, то границя дробу дорівнює нулю; 
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3) якщо найвищі степені чисельника і знаменника однакові, то границя 
дорівнює частці від поділу коефіцієнтів перед старшими степенями. 
 
 

3.3.2. Границя функції 
 

В багатьох прикладних задачах потрібно знайти значення функції  xf  

при прямуванні неперервного аргументу x  до деякої точки 0x , в якій функція 

може бути і невизначена. Така поведінка функції в деякій точці 0x  називається 

границею функції в точці 0x . Оскільки 0x  може бути як скінченним числом, 

так і дорівнювати  , то наведемо декілька означень границі функції.  
 

Означення границі функції за Коші. Нехай функція  xfy    

визначена у деякім околі точки 0x  крім, можливо, самої точки 0x . Число A  є 

границею функції  xfy   в точці 0x , якщо для будь-якого як завгодно малого 

числа 0  існує таке число   0  , що для всіх x , які задовольняють 

нерівність  0xx , виконується нерівність    Axf , і записують 

  Axflim
n




, або   Axf  , якщо 0xx  . 

Це означення має наступну геометричну ілюстрацію: якщо число A  є 
границею функції  xfy  , то всі значення функції  xf  потрапляють в  -

окіл точки A , як тільки значення аргументу потрапляють в -окіл точки a ,  
тобто всі точки графіка функції знаходяться у смузі, що обмежена прямими 

 Ay ,  Ay . 

 
Границя функції на нескінченності. Число A  називають границею 

функції  xfy   при   xx , якщо для довільного малого числа 

0  знайдеться таке число 0M , що для всіх  MxMx   

виконуватиметься нерівність    Axf , і записують   Axflim
x




 

(   Axflim
x




). Геометрично це означає: якщо   Axf   при x  

 x , то пряма Ay   є горизонтальною асимптотою графіка функції 

 xfy  . 
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Односторонні границі. У наведених вище означеннях границі функції в 
точці 0x  змінна x  може наближатися до 0x  довільним способом: залишаючись 

меншою від 0x  (зліва від  0x ), більшою від 0x  (справа від  0x ) чи 

коливаючись навколо 0x . Проте у деяких випадках спосіб наближення 

аргументу x  до 0x  суттєво впливає на значення границі функції. Тому 

доцільно ввести означення односторонніх границь функції в точці. 
Число A  називають правосторонньою (лівосторонньою) границею 

функції  xfy   в точці 0x , якщо для будь-якого як завгодно малого числа 

0  існує число      таке, що з нерівності  00 xxx  

 00 xxx    випливає нерівність    Axf . 

Односторонні границі позначають так: 
    Axfxflim

xx



00

00
; 

    Axfxflim
xx




00
00

. 

 
Приклад 3.5. Знайти односторонні границі функції 

 
 2

1
3

14



xx

xf , якщо 2x . 

Розв’язання . Якщо 02 x , то 
 2
1

x
 і   03 2

1
x .  

Отже, 
   









































 22
1

32

14
0

2

3

14
02

102 






lim

x

x
lim

xx
 

54
2
14 , .  Якщо   02 x ,     то 

 2
1

x
    і       2

1
3 x ,   тому  

   
4

32

14
0

2

3

14
22

102
102








































 





lim
x

x
lim

xx
. 

Умова    00 00  xfxf  є необхідною і достатньою  для існування 

границі функції в точці 0x :        AxflimAxfxf
xx


 0

00 00 . 
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Приклад 3.6. Нехай  








.x,

;x,x
xf

12
10

    Обчислимо  xflim
x 1

. 

Розв’язання .     101
0101




xlimxflimf
xx

; 

                                     2201
0101


 xx

limxflimf . 

Отже,    xflimxflim
xx 0101 

 ,  тому границі функції в точці 10 x  не 

існує. 
 

Зауваження 3.4. Слід відмітити, що теореми про границю суми, різниці, 
добутку і частки для числових послідовностей (функцій цілочисельного 
аргументу  nfxn  , Nn ) є справедливими і для функцій неперервного 

аргументу.  
 
 

3.4. Нескінченно великі та нескінченно малі функції 
 

Досі розглядались випадки, коли функція мала границею деяке число. 
Розглянемо тепер випадок, коли границею функції є нескінченність. 

Функція  xfy    називається нескінченно великою при 0xx   (має 

границю  ), якщо вона визначена у деякому околі точки 0x , крім, можливо, 

самої точки 0x , і для будь-якого великого числа 0M   існує таке число 

  0 M , що для всіх x , які задовольняють нерівності  0xx , 

виконується нерівність   Mxf  . Символічно записують це так: 

  


xflim
xx 0

 або   


xflim
xx 0

. 

 
Зауваження 3.5. Якщо   


xflim

xx 0
, то пряма 0xx   є вертикальною 

асимптотою графіка функції  xfy  . 

Функцію  xy   називають нескінченно малою в точці 0x , якщо 

  0
0




xlim
xx
 . Зазначимо, що 0x  може бути  ,   або  , якщо функція 

 x  визначена на множині X  і 0x  є точкою згущення цієї множини [3].  
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Наприклад, функція 
43

2




x

xy  є нескінченно малою в точці 20 x , а 

функція 
x

y 1
  нескінченно мала при x , тому що 01


 x

lim
x

. 

 
Властивості нескінченно великих функцій. Зв’яжемо з нескінченно 

великою функцією символ „ ”, з нескінченно малою функцією – символ „ 0”, а 
з обмеженою функцією – символ  „ с ”. Тоді властивості нескінченно великих 
функцій можна записати так:  

1.  (якщо функції одного знака);   2.  с ;   3.  ; 

4.  с  0с ;    5. m  0m ; 6.частка від ділення обмеженої 
функції на нескінченно велику є нескінченно малою функцією. 
 

Зауваження 3.6. З останньої властивості випливає зв'язок між 
нескінченно великими і малими функціями: функція, обернена до нескінченно 
великої функції, є нескінченно малою, а функція, обернена до нескінченно 
малої, є нескінченно великою функцією.  

Властивості нескінченно малих функцій легко запам’ятати, якщо 
використовувати їх символічний запис: 

1. 0000  ... ;     2. 0000  ... ;      3. 00  с ;       4. 00


с
   0с , 

якщо розглядати скінченну кількість нескінченно малих функцій. 
 
Порівняння нескінченно малих функцій. Деколи доводиться 

порівнювати дві або більше нескінченно малих функцій. Нехай функції  x   

та  x  нескінченно малі в точці 0x . Для того, щоб порівняти ці функції за 

швидкістю прямування до нуля, необхідно обчислити границю їх відношення. 
Подамо ряд означень. 

1. Якщо  
  A
x
xα

xx
lim 
 

0

, де 0A , то  x   і  x  називають 

нескінченно  малими одного порядку малості і записують     xOx   . 

Якщо при цьому 1A , то функції  x  і  x  називають еквівалентними 

нескінченно малими і записують  x  ~  x . 
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2. Якщо  
 


 xk

x
xx

lim




0

0c , то функцію  x  називають нескінченно 

малою порядку k  щодо нескінченно малої  x  і записують     xx k 0 . 

 

3. Якщо 
 
  0

0


 x
x

lim
xx 


, то функцію  x  називають нескінченно малою 

вищого порядку малості, ніж  x , і записують     xx  0 . 

 
Приклад 3.7. Порівняти наведені нескінченні малі. 

1. Нехай   xxx 32  ,   3 xx  нескінченно малі в точці 3x .  

2. Нехай  
1

1
3 


x

x ,  
1

1
2 


x

x .   

3. Нехай   tgxx  , а   xx  . 

Розв’язання. 1. 
 
  3

3
3

3

2

33








xlim
x

xxlim
x
xlim

xxx 
 . Отже,  x  і  x  - 

нескінченно малі одного порядку. 
2.     0


xlimxlim

xx
 , тобто на нескінченності ці функції 

нескінченно малі. Обчислимо 
 
  0

1
1

3

2







 x
xlim

x
xlim

xx 
 . Отже, функція  x  

є нескінченно мала вищого порядку, ніж  x  при x . 

3. Оскільки 
 
  

 x
tgx

lim
x
x

lim
xx 00 


11

0







 

 xcosx
xsinlim

x
, то tgx ~ x  при 

0x . Отже,  x  і  x  еквівалентні. 

 
Має  місце  наступна  теорема:  якщо  в  точці: 0x   x ~  x1    і  

 x ~  x1 ,  то  
 
 

 
 x
x

lim
x
x

lim
xxxx 1

1

00 






 . 

 
Зауваження 3.7. Доведено, що в точці при 0x : 

1) xsin ~ x , xmsin ~ xm ;                  5) 1xa ~ alnx  ;                 
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2) tgx ~ x , xmtg ~ xm ;                       6) 11 n x ~
n
x ; 

3) xcos1 ~ 2

2
1 x ;                               7) xarcsin ~ x ; 

4)  xln 1 ~ x ;                                      8) xarctg ~ x . 

 

Приклад 3.8. Обчислимо 
xxx ee

xsinlim
260

5


. 

Розв’язання.  Використаємо  асимптотичні  формули: xsin 5 ~ x5 ,  

xe6 1  ~ x6 , 12 xe  ~ x2 . 

Отже,     






  xx

xlim
ee
xsinlim

ee
xsinlim

xxxxxxx 26
5

1111
55

0260260
 

4
5

4
5

0


 x
xlim

x
. 

 
Зауваження 3.8. При знаходженні границь функцій будемо 

користуватися тим, що для основних елементарних функцій в будь-якій точці із 

області визначення має місце рівність   








n

xxxx
xlimfxflim

00
, тобто 

   0
0

xfxflim
xx




. Наприклад,   0
2
0

2 22
0

xxxxflim
xx




. 

Зазначимо, що як і у випадку границі числової послідовності, для функції 

неперервного аргументу можливі невизначеності 







 ,   ,  0 , 








0
0 , а 

також  00 ,  0  і  1 . 
 

Зауваження 3.9.  Наступні  вирази  не  є  невизначеними:   

1)  ;                            2) 00  ;               3) 









100
1
aякщо,

aякщо,
a ;   

4) 









0
10

aякщо,
aякщо,

a ;    5) 








00
0

aякщо,
aякщо,a . 
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3.5. Визначні границі 
 

Під час обчислення границь часто доводиться використовувати дві 
важливі границі. 

Для розкриття невизначеностей вигляду 







0
0  у тригонометричних 

виразах користуються таким твердженням: функція  
x

xsinxf   при 0x  

має границю, що дорівнює 1 , тобто 1
0


 x

xsinlim
x

 - перша визначна границя. 

Друга визначна границя: границя функції  
x

x
xf 






 

11 при x  

дорівнює e , тобто   e
x

lim
x

x







  


111 , або     71211

1

0
,elim  





 . 

Доведено, що число e  - ірраціональне число, і його розклад в десятковий 
дріб має вигляд ...,e 5904571828182842  . Це число в математиці грає таку 
важливу роль, як і число  . Логарифми за основою e  називаються 
натуральними, вони зв’язані з логарифмами за основою a  за допомогою 

рівності xlog
elog

xln a
a


1 . 

 
Зауваження 3.10. При обчисленні границь, зв’язаних з числами e , 

застосовується твердження: 

      
 xlim

xx

x

xx

xxxflimxflim


 0

00











. 

 
 

3.6. Неперервність функцій 
 

Нехай функція  xfy   визначена в точці 0x  і в деякому її околі. Дамо 

декілька означень  неперервності функції. 
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1. Функція  xfy   називається неперервною в точці 0x , якщо існує 

границя функції в цій точці, і вона дорівнює значенню функції в точці, тобто 
   0

0
xfxflim

xx



. 

2. Функцію  xfy   називають неперервною в точці 0x , якщо для будь-

якого 0  існує число   0   таке, що з нерівності  0xx  випливає 

нерівність      0xfxf . 

Приростом аргументу або незалежної змінної x  в точці 0x  

називається різниця 0xxx  . Приростом функції   xfy   в точці 0x , що 

відповідає приросту аргументу x , називається різниця: 
   00 xfxxfy   . 

3. Функцію  xfy   називають неперервною в точці 0x , якщо 

нескінченно малому приросту аргументу відповідає нескінченно малий приріст 
функції, тобто 0

0



ylim

x



. 

4. Функцію  xfy   називають неперервною в точці 0x , якщо 

лівостороння границя  00 xf  дорівнює правосторонній границі  00 xf  і 

дорівнює  значенню  функції  в  точці   0xf ,  тобто      00 00 xfxf  

 0xf . 
Наведені означення еквівалентні між собою. 

 
Зауваження 3.11. Сума, різниця, добуток декількох неперервних в точці 

0x  функцій є неперервні в точці. Якщо   00 x , то частка двох неперервних 

функцій 
 
 x
xf


 є неперервною функцією.  

Функцію називають неперервною на проміжку X , якщо вона 
неперервна в кожній його точці. Кожна елементарна функція неперервна в 
кожній точці, в якій вона визначена. 

Виходячи з означення 4 неперервності функції в точці, точка 0x  буде 

точкою розриву функції, якщо  виконується одна з трьох умов: 
1) у точці 0x  функція невизначена; 
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          2) у точці 0x  не існує границя  xflim
xx 0

 (наприклад, 

   00 00  xfxf  або одна з односторонніх границь не існує чи дорівнює 

нескінченності); 
          3) існує границя  xflim

xx 0
, але вона не дорівнює значенню функції 

 0xf . 

 

Приклад 3.9. Функція  
x

xsinxf   невизначена в точці 0x , але 

односторонні границі в цій точці існують, скінченні і рівні між собою: 

)(f 00    100  f . Досить покласти   10 
x

xsinf , щоб функція була 

неперервною. 
Класифікація точок розриву та головні властивості неперервних на 

відрізку функцій наведені в [1].  
 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №3. ФУНКЦІЇ.  
ГРАНИЦІ І НЕПЕРЕРВНІСТЬ 

 
Границя функції не залежить від того, чи визначена функція в граничній 

точці, чи ні. Але ця умова має істотне значення при знаходженні границь 
функції. 

Якщо функція є елементарною і якщо значення аргументу належить її 
області визначення, то обчислення границі функції зводиться до простої 
підстановки граничного значення аргументу, так як границя елементарної 
функції  xf  при x , що прямує до значення 0x , яке входить в область її 

визначення, дорівнює значенню функції при 0xx  , тобто  

)x(f)x(flim
xx

0
0




 (зауваження 3.8). 

 

Приклад 1. Знайти 
x

xlim
x 54

23
2 




. 

Розв’язання.   За теоремами про границі (п. 3.3.1.) маємо: 



 64 

 
  7

2
14
4

254
223

54

23

54
23

2

2

2


















 xlim

xlim

x
xlim

x

x

x
. 

Розглянемо приклади на знаходження границь у разі невизначеностей. 
 

Невизначеність 







  

Приклад 2. Знайти
474
328

2

2




 xx

xxlim
x

  . 

Розв’язання.  Маємо невизначеність 







 .  При розкритті невизначеності 

виду 







  чисельник і знаменник дробу ділять на найвищий степінь змінної, 

який зустрічається в членах дробу. 






















2

2

222

2

222

2

2

2

2

2

2

2

474

328

474

328

474

328

474
328

xx

xxlim

xx
x

x
x

xx
x

x
x

lim

x
xx

x
xx

lim
xx
xxlim

xxxx
 

2
004
008

474

328

474

328

2

2

2

2









































x
lim

x
limlim

x
lim

x
limlim

xx
lim

xx
lim

xxx

xxx

x

x
. 

 

Приклад 3.  Знайти
42
537

3

2




 xx

xxlim
x

. 

Розв’язання.  Маємо невизначеність 







 . Поділимо чисельник і 

знаменник на 3x  (найвищий степінь x ). Знаходимо: 


















333

3

333

2

3

3

3

2

3

2

42

537

42

537

42
537

xx
x

x
x

xx
x

x
x

lim

x
xx

x
xx

lim
xx
xxlim

xxx
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











 







 
















32

32

32

32

32

32

421

537

42
1

537

421

537

x
lim

x
limlim

x
lim

x
lim

x
lim

xx
lim

xxx
lim

xx

xxxlim

xxx

xxx

x

x

x
 

0
001
000





 . 

 

Невизначеність 







0
0  

Розглянемо випадок, коли при 0xx    функція є відношенням двох 

нескінченно малих величин (невизначеність 







0
0 ).  

Якщо знаходиться границя дробу, чисельник і знаменник якого 
многочлени, які в граничній точці перетворюються в нуль, то згідно з теоремою 
Безу обидва многочлени розділяться без залишку на 0xx   , тобто такий дріб 

можна скоротити на 0xx  . 

 

Приклад 4. Знайти 
9

3
23 


 x

xlim
x

. 

Розв’язання.  Спочатку переконаємося, що границю функції не можна 
знайти безпосередньо підстановкою змінної, тобто при вказаному значенні 
аргументу вона представляє відношення двох нескінченно малих величин 

(невизначеність 







0
0  ).  

Розкладемо знаменник дробу на множники   33  xx  і скоротимо 

дріб на  3x . 

   6
1

3
1

33
3

0
0

93
33

9
3

33223

























 x

lim
xx

xlim
x
xlim

xxx
. 

 

Приклад 5.  Знайти 
5143
5112

2

2

5 


 xx

xxlim
x

. 
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Розв’язання. Переконавшись, що маємо невизначеність 







0
0 , розкладемо 

чисельник і знаменник дробу на множники за формулою 

   21
2 xxxxacbxax  , 

де  1x  і 2x  – корні тричлена. 

05112 2  xx ,  81524114 22  acbD , 

5
4

911
21 







a
Dbx ,   

2
1

4
911

22 






a

Dbx . 

  





 

2
1525112 2 xxxx . 

05143 2  xx , 256534142 D . 

5
6

1614
1 


x ,   

3
1

6
1614

2 


x .      





 

3
1535143 2 xxxx . 

 

 








 







 








 







 














3
13

2
12

3
153

2
152

0
0

5143
5112

552

2

5
x

x
lim

xx

xx
lim

xx
xxlim

xxx
 

16
9

13
12

5






 x

xlim
x

. 

 

Приклад 6. Знайти 
x
xlim

x

11
0




. 

Розв’язання. З’ясувавши спочатку, що при вказаному значенні аргументу 
задана функція перетворюється в відношення двох нескінченно малих величин 

(випадок 







0
0 ), перетворимо дріб таким чином, щоб скоротити його на 

множник, який прямує до нуля. Знищимо ірраціональність в чисельнику 

шляхом множення чисельника і знаменника на вираз  11  x  (спряжений 

до чисельника, щоб одержати формулу:    22 bababa  ), потім 
скоротимо дріб на x : 
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    
 

 
 

    .
x

lim
xx
xlim

xx
xlim

xx
xxlim

x
xlim

xx

xxx

2
1

11
1

11

11
11

11
111111

00

000



























 

 

Приклад 7. Знайти 
7

163

7 


 x
xlim

x
. 

Розв’язання. Тут  границі  чисельника і знаменника дорівнюють нулю, 

тобто маємо невизначеність 







0
0

. Перенесемо ірраціональність із чисельника в 

знаменник. Скористаємося відомою формулою     3322 babababa  . 
Отже, для того, щоб одержати в чисельнику різницю кубів, необхідно 

його помножити на 166 33 2  x)x(  .  

 Помноживши і знаменник на цю величину, одержуємо:  

  
    









 1667

16616
7

16
33 2

33 23

7

3

7 x)x(x

x)x(x
lim

x
xlim

xx
  

       









 1667

7

1667

16
33 2733 27 x)x(x

xlim
x)x(x

xlim
xx

 

3
1

166

1
33 27





 x)x(

lim
x

.  

 
Невизначеність     

 
Розглянемо випадок, коли при 0xx   або x  функція  xf  

представляє різницю двох додатних нескінченно великих величин 
(випадок   ). 

Цей випадок знаходження границі функції можна привести до випадку 









0
0  або 








  шляхом перетворення функції до вигляду дробу. 
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Приклад 8. Знайти 











 4
4

2
1

22 xx
lim
x

. 

Розв’язання.    













  22
42

4
4

2
1

222 xx
xlim)(

xx
lim

xx
 

   .
x

lim
xx

xlim
xx 4

1
2

1
22

2
22











 

 

Приклад 9.  Зайти  xxxlim
x

52 


. 

Розв’язання.   


)(xxxlim
x

52  

  
  






 xxx

xxxxxx
lim

x 5

55
2

22





 xxx

xxxlim
x 5

5
2

22
 





























x

xlim

x
x

x
x

x
x

x
x

lim
xxx

xlim
xxx 511

5

5

5

5

5

22

22

52
11

5 ,



 . 

 
Перша визначна границя 

 

Для знаходження границь з невизначеністю 







0
0 , які містять 

тригонометричні функції, використовують першу визначну границю:  

.
x

xsin
lim
x

1
0




 

 

Приклад 10.  Знайти  .
xsin
xsin

lim
x 2

5
0  

Розв’язання.  .
x
xlim

x
x

xsin

x
x

xsin

lim
xsin
xsinlim

xxx 2
5

2
5

2
2

2

5
5

5

0
0

2
5

000















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Приклад 11.  Знайти  .
xcos

xlim
x  1

2

0   

Розв’язання.   Перетворимо тригонометричну функцію:
   

.
x

sinxcos
2

21 2
 
 

.
x

sin

x

lim
x

sin

x

lim
x

sin

x

lim
x

sin

x
lim

xcos
x

lim
xxxxx

2

2

2

2

22

2
2

4
4

2
21 002

2

02

2

0

2

0





   

 

Приклад 12.  Знайти  .
x

xcosxcoslim
x 20

37 
  

Розв’язання.  Перетворимо різницю косинусів у добуток за формулою: 

.sinsincoscos
22

2









 















 202020

2522
37

2
37237

x
xsinxsinlim

x

xxsinxxsin
lim

x
xcosxcoslim

xxx  

.
x

xsin
lim

x
xsin

lim
xx

202
2

2
5

5
5

2
00




  

 
Друга визначна границя 

 
Розглянемо випадок, коли при 0xx   або x  

функція  xf представляє степінь, основа
 
якого прямує до одиниці, а показник 

— до нескінченності (невизначеність  1 ). В такому випадку для знаходження 
границі функції використовується друга важлива границя

 
  .elim

x
lim

x

x







 






 1

0
111

 
 

Приклад 13.  Знайти  .
x
xlim

x

x

13

34
14 












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Розв’язання.     



















 








1313

34
13341

34
14 x

x

x

x x
xlim

x
xlim  








































































34
134

4
34

13

4
34

11
34

4
34
34

x
)x(

x

x

x

x x
lim

xx
xlim  

.eeeelim x
xlim

x
x

x
x 34

12
34
412

34
412












 

 
 

Приклад 14. Знайти  
  

  12
7

23
1






x

x

xlim
x

. 

Розв’язання.       




12
7

12
7

213123
11

x

x

x

x

xlimxlim
xx

 

     






11
7

131
1

xx
x

xlim
x

    
 1
21

13
1

1
131




 









x
x

x
x

x
xlim  1

21

1



 x

x

x
elim 2

21

e
. 

 

Завдання для самостійної роботи 
 

Обчисліть границі. 
 

1. 
3

18
5

23




 x

xxlim
x

;                            6. 
x9

x6sinx8sinlim
0x




; 

2. 
xx

xxlim
x 9

34
2

2






;                            7. 
xsin

xtglim
x 2

8
0

;  

3. 
6
23

2

23

2 


 xx

xxxlim
x

;                            8.  11 22 


xxlim
x

;   

4.  
23 9
13

x
xxlim

x 




;                              9.
2251

x

x x
lim 






 


;  

5. 
1

38
1 


 x

xlim
x

;                                     10. 
13

15
25 











 x

x x
xlim

.
 



 71 

ЛЕКЦІЯ 4. ПОХІДНА ФУНКЦІЇ.  

ОСНОВНІ ПРАВИЛА ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ 

 
4.1. Означення похідної. 

 Механічний та фізичний зміст похідної  
 

Нехай на деякому проміжку  b,a  задано функцію  xfy  . Візьмемо 

деяку точку  b,ax , значення функції в ній буде  xfy  . Надамо x  

довільного приросту x  такого, щоб точка xx   також належала проміжку 
 b,a . Знайдемо приріст функції    xfxxfy   . 

Похідною функції   xfy   в точці x  називається границя відношення 

приросту функції y  в цій точці до приросту аргументу x , коли приріст 

аргументу прямує до нуля.  

Таким чином      
x

xfxxf
lim

x
y

limxf
xx 










 00
. 

Зауваження 4.1.  Якщо в деякій точці x  границя 
 x

y
lim
x 


 0

, то 

похідну  xf   в цій точці називають нескінченною. Якщо границя 
x
y

lim
x 


 0

 в 

деякій точці не існує, то не існує в цій точці і похідна.  
 

Приклад 4.1. Знайти похідну функції 2xy  . 

Розв’язання. 1)      222 2 xxxxxxxxf   ; 

        2222 22 xxxxxxxxxfxxfy   . 

2) 
 

xx
x

xxx
x
y











 22 2
. 

3)     xxxlim
x
y

limxf
xx

22
00









. 

Отже,   xx 22  . 
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Якщо функцією є шлях, який залежить від часу t ,  tfs  , то похідна 

 ts
dt
ds   це миттєва швидкість руху в момент t :  tsv  . Це є механічний 

зміст похідної. 
В загальному випадку дослідження будь-якого фізичного процесу 

зводиться до вивчення властивостей функції, що його описує. Похідна  xf    

показує, як швидко змінюється функція  xf  відносно зміни її аргументу. Це 

фізичний зміст похідної. 
 
 

4.2. Геометричний зміст похідної 
 

Дотичною до графіка функції  xfy   в точці  000 y,xM  називають 

граничне положення TM 0  січної PM 0 , коли точка P  уздовж кривої  xf  

прямує до точки 0M (рис. 4.1)  : 

 
З означення дотичної 

випливає, що вона існує тоді, коли 
існує кутовий коефіцієнт дотичної 

tgk  , який є граничним 

значенням кутового коефіцієнта 
січної    xtgxk   , тобто 

 xklimk
x


 0

 . З трикутника  

0M PB  маємо:  

 
 

       
x

xfxxf
x
y

BM
PBxtgxk







 00

0


 . 

Тоді     






tgxf
x
y

limxklimk
xx




0
00

. 

Таким чином, похідна  0xf   дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної, 

проведеної в точці   000 xf,xM  до графіка функції. Інакше, похідна в даній 

xx 0  

   

       

 xxf 0  

 x  

  0xf  0M  

  

T  

P  

B  

0  

y  

x  
               

Рис.4.1 
0x  



 73 

точці 0x  дорівнює тангенсові кута  , утвореного дотичною до графіка функції 

в точці   000 xf,xM  з додатнім напрямом осі x0 . 

З курсу аналітичної геометрії відомо, що рівняння пучка прямих, які 
проходять через точку   000 xf,xM , має вигляд    00 xxkxfy  . 

Візьмемо  0xfk  , отримаємо рівняння дотичної:  

    00 xxxfy  0xf . 

Нормаль до кривої в заданій точці перпендикулярна до дотичної і має 

кутовий коефіцієнт  0

11
xfk

k H 
 .  

Отже, рівняння нормалі       00
0

1 xfxx
xf

y 


 . 

 
Зв’язок між неперервністю та диференційованістю функції. Функції, 

які мають похідні в точці x , називаються диференційованими в цій точці. 
Якщо функція  xfy   диференційована в точці 0x , то вона неперервна в цій 

точці. 

У точках розриву функції  xfy   скінченна границя відношення
x
y




 не 

існує. Отже, неперервність функції – необхідна умова існування похідної. 
Обернене твердження неправильне. Так, функція xy   неперервна в точці 

0x , але вона не має похідної в цій точці [1].  
 
 

4.3. Основні правила диференціювання 
 

Теорема 4.1.  Якщо функції  xu  і  xv  в точці x  мають похідну, то їхня 

сума (різниця), добуток і частка за умови   0 xv  мають у цій точці похідні, 
причому, справджуються формули [1]: 

1)         xvxuxvxu  ; 

2)             xvxuxvxuxvxu  ; 

3) 
 
 

       
  2xv

xuxvxvxu
xv
xu 










 . 
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Теорема 4.2. Похідна постійної величини C  дорівнює 0 , оскільки 

  Cxxf   , 0 CCy ,   0
0


 x

y
limCxf
x 




. 

 

Наслідок 4.1. Сталий множник можна виносити за знак похідної: 

  uCuCuCuC  , оскільки 0C . 

 
Наслідок 4.2. Похідна добутку декількох диференційованих функцій 

дорівнює сумі добутків похідної кожної з цих функцій на всі решта функції 

співмножники.   Наприклад,            wvuvuvuvwuvuvw   
uvwuwvvwuwuv  . 

 

Приклад 4.2. Знайти похідну функції nxy    Nn . 

Розв’язання.  
n

n x...xxxx  . За наслідком 4.2 маємо: 

  1111  
 n

n

nnnn nxxx...xxxxx    . 

 

Наслідок 4.3. Доведемо справедливість формул  
xcos

tgx
2

1
 ,  

nx 



2
;  

xsin
ctgx

2
1

 ,   nx  . 

Розв’язання.  Обчислимо похідну функції xsiny   за означенням:  

   xxf   xxsin  ;     

  






 





22

2 
 cossinsinsinxsinxxsiny  







 

22
2 xxcosxsin  ;       

x

xxcosxsin

x
y














 


22

2
;            
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
 x

ylimy
x 


 0

xcos
x

xxcosxsin
lim 









 

2
2

222




,  тобто    xcosxsin  .  

Аналогічно   xsinxcos  .  

Отже,       














xcos
xcosxsinxcosxsin

xcos
xsintgx

2
 

 
 

xcosxcos
xsinxsinxcosxcos

22
1




 .   Аналогічно  
xsin

ctgx
2

1
 . 

 

Приклад 4.3. Обчислити  xy , якщо 
xsin

ctgx
y

32 
 . 

Розв’язання.  
     

 





 232

3232
xsin

ctgxxsinxsinctgx
y  

 

   










 22

2

2

2

32
332

32

3321

xsinxsin
xsinxcosxsin

xsin

ctgxxcosxsin
xsin  

 
 22

2

32
132

xsinxsin
xcosxsin




 . 

 
 

4.4. Похідна від складної функції 
 

Нехай y  - складна функція x , тобто y  - функція від аргументу u : 

 ufy  , аргумент u , в свою чергу, є деяка функція від незалежної змінної x : 

 xu  . Отже,   xfy  . Наведемо (без доведення) наступну теорему. 

Теорема 4.3. Якщо функція  xu   має в деякій точці Xx 0  похідну 

 0xux   , а функція  ufy   має у відповідній точці  00 xu   похідну 

 0ufyu  , то похідна складної функції в точці Xx 0  обчислюється за 

формулою:      xuux uyxxfy  00   ([1], [3]). 
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Приклад 4.4. Обчислити похідну  42  xlntgy . 

Розв’язання.           








 4
4

14 2
22

2 xln
xlncos

xlntgy  

 4
1

22 


xlncos
   4

14
4

1
22

2
2 








xlncos

x
x

. 

   44
22

4
1

2222 


 xxlncos
xx

x
. 

 
 

4.5. Похідна функції, заданої неявно 
 

Нехай функція y  від аргументу x  задана неявно рівністю   0y,xF . 

Продиференціюємо обидві частини цього рівняння за x , використовуючи 
правило диференціювання складної функції, і з отриманого рівняння визначимо 
 xy . 

Приклад 4.5. Обчислити похідну функції xarctgy  . 

Розв’язання.  Оберненою до функції xarctgy   є функція ytgx  , 

22


 y . 

Нехай  xfy   і  yx   - пара взаємно обернених функцій. Друга 

рівність задає неявно функцію  xfy  . Продиференціюємо цю рівність по x : 

xy y 1  або xy yx 1 . Звідси, якщо 0yx , 
y

x x
y




1 . 

Отже, 
ycos

x y 2
1

 , ycos

ycos

y x
2

2
1
1

 . Виразимо ycos2  через x . 

Маємо xytg  , 
ycos

ytg 2
2 11  . Тому 2

2 11 x
ycos

 , 
2

2

1
1
x

ycos


  

і  
21

1
x

xarctgy


 . 

Таким чином можна отримати похідні інших обернених 
тригонометричних функцій.  
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Приклад 4.6. Обчислити похідну від показникової функції xay   

 10  a,a . 

Розв’язання. Прологарифмуємо обидві частини рівності xay    при 

основі e : alnxyln  .  

Продиференціюємо обидві частини одержаної рівності: alny
y


1 . 

Звідси, alnaalnyy x  . Якщо ea  , то   xx ee 


. 

 
 

4.6. Таблиця похідних 
 

Наведемо таблицю основних формул диференціювання, враховуючи 
правила 4.3, встановлені формули похідних і узагальнивши їх на складні 
функції. 

№ з/п Функція  Похідна 
1 Cy   0y  

2 xy   1y  

3 Cuy   uCy   

4 vuy   vuy   

5 uvy   uvvuy   

6 
v
uy   2v

uvvuy


  

7 nuy   unuy n  1  

7а) 
u

y 1
  2u

uy


  

7б) uy   
u

uy
2


  

8 usiny   uucosy   

9 ucosy   uusiny   
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10 utgy   

ucos
uy

2


  

11 uctgy   

usin
u

y
2


  

12 uarcsiny   
21 u

u
y




  

13 uarccosy   
21 u

uy



  

14 uarctgy   
21 u

uy



  

15 uarcctgy   
21 u

uy



  

16 ulogy a  
alnu

uy


  

16а) ulny   
u
uy


  

17 uay   ualnay u   

17а) uey   uey u   

 
 
 

ПРАКТИЧНЕ ЗАНЯТТЯ №4 
ПОХІДНА ФУНКЦІЇ. ПОХІДНІ ОСНОВНИХ ЕЛЕМЕНТАРНИХ 
ФУНКЦІЙ. ОСНОВНІ ПРАВИЛА ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ 

 
Приклад 1.  Знайти похідні функцій: 

          а) 53xy  ;                      г) 310 xy   ;                      

б) 
x

y 9


 
;                       д)

3 5

7

x
y              

в) 
3

2
x

y  ; 
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Розв’язання. а) Винесемо сталий множник за знак похідної, а потім 

застосуємо формули (3,7) таблиці похідних   4155 15533 xxxy 


  . 

Аналогічно дістанемо:  б) 
22

91919
xxx

y 
















 (тут застосовано 

формули 3,7а); 

в)    
4

133
3

632212
x

xx
x

y 














  ; 

 

г) 
3 2

3
2

1
3
1

3
1

3

10
3

10
3
11010

x
xxxy






















; 

д) 
3 8

3
8

1
3
5

3
5

3

35
3

35
3
577

x

xxxy 





 





















; 

 
Приклад 2.  Знайти похідні функції: 

 а) 
8

8
5

4673
3

2
2 

x
x

xy ;             б) 352
5

2
ln

x
xxxy  ; 

 в) xarccosy x5 ;                                       г) 
232

78
xx

xy



  

Розв’язання. а)  Знайдемо похідну від алгебраїчної суми як алгебраїчну 
суму похідних доданків: 

;
xxx

xx
x

x)(x
x

x
x

)x()(y

34

1
2
1

13
3

2

4
5

21214
2
18

25
14

262708
5

4673







 












































 

б)
5

930
5
9

2
32352

5 4
5
4

2
1

5
12

2
11 xxxx)ln(xxy 




































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в) Знайдемо похідну, використовуючи правило диференціювання добутку: 

  vuvuvu  . 

 
21

155555
x

xarccosln)xarccos(xarccosy xxxx





 . 

г) Використаємо правило диференціювання частки: 
2v

vuvu
v
u 









 :   

       
 








223

2323

2

278278

xx

xxxxxxy  

     
   












223

22323

223

223

2

14164248816

2

267828

xx

xxxxxx

xx

xxxxx

 

223

23

2
143432

)xx(
xxx




 . 

 
Приклад 3. Знайти похідні складних функцій: 

а)  423 845  xxy ;                 б) 3 47 xy   ; 

в) xsiny 28                                  г) xarcsiny 2  

д) xcosy 32
4                                    е) 32  xxey  

ж) 
x
xtgy

3
1 

                                  з) x4ctglny 3  

і)   123 3
714  xxy ;                 к)

)xln(
xarcsiny

23

5


 . 

Розв’язання. а) Знаходимо похідну за формулою 7: 

     8458454 23323 xxxxy  

=    xxxx 8158454 2323  . 

б)         




















 41
3
1

43
1

43 4 77
3
177 xxxxy  
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 
 3 24

3
33

2
4

73

447
3
1

x

xxx





. 

 

в) Сталий множник 8  виносимо за знак похідної. Потім продиференціюємо 

xsin2  за формулою 7, а далі і xsin ; знайдені результати перемножуємо. 

      





 xcosxsinxsinxsinxsinxsiny 162888 22 xsin 28 . 

г)  
 

  .
x

x
x

arcsin2xy
22 41

22
21

1





  

д)   









 xcosln44y 2xcosxcos 22

3433
 

     333243324 33 xsinxcosln4xcosxcosln4 xcosxcos 22

 

xsinln4xsinxcosln4 xcosxcos 22
64333243 33  . 

е)   










  3233 22

xxeey xxxx
 

   
32

12
3

32

1 3
3















xx

ex
xx

xx
e

2

xx
2

2
xx

2
2

. 

ж) Перш за все необхідно про диференціювати функцію utg  за формулою 10, 

але оскільки її аргумент є дріб, то слід знайти похідну дробу і одержані похідні 
перемножити: 

    
 














 











 


222 3

3131

3
1
1

3
1

3
1
1

3
1

x
xxxx

x
xcosx

x

x
xcosx

xtgy

 

x
xcosxx

xx

x
xcosx

xx

x
xcos

3
13

1
9

333

3
1
1

9
3131

3
1
1

222222 









 . 

 

з)       


 xctg
xctg

xctglnxctglnxctglnxctglny 4
4

1434434 223
 

  







 4

4
1

4
4434

4
1

4
143

2
2

2
2

xsinxcos
xsinxctglnx

xsinxctg
xctgln  
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xsin
xctgln

xsinxcos
xctgln

8
424

44
1412

2
2  . 

 

і)     






 








   123123 33

714714 xx xxy
 

     










  133123 33

714142714 xx xxx  

      


  1233123 33
71214217714 xx xxxlnx  

    


  1232
3

123 33
714243

12

17714 xx xxx
x

lnx

 
12

37714
3

2
123 3


 

x

xlnx x .  

 

к) 
      

 








xln

xlnxarcsinxlnxarcsiny
23

2323
2

55

 
 

     

 
















xln

x
xxarcsinxlnx

)x(
xarcsin

23

23
2323

1

15

2

5
2

4

 
 

 

 

 
 
 xln

x
xarcsin

xx
xlnxarcsin

23

23
2

12
235

2

5
4











 . 

 
 
 

 

 

 












xln
x

xarcsinxln
xx

xarcsin

23
23
223

2
1

1
15

2

54
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Завдання для самостійної роботи 
 

 Знайти похідні функцій: 

1) ;
x

xxy 6427 4
3 25                                  6) ;xctgy 3 27   

2) ;xy 31                                                     7) ;y xarcsin 53
2  

3) ;xy x5
1 2

                                                      8)  ;xlogy 52 4
3   

4) ;sintgxxy
2

34 
                                      9)   ;xarctgxy

2
12   

5) ;xsiney xcos 2                                            10) 
 

.
x

xarccoslny 241
4


  
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