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ВСТУП 

 

Відомо, що в основу сучасного промислового виробництва покладено 

масове виготовлення стандартних виробів із строго визначеними 

властивостями. До таких галузей, без сумніву, відноситься металургія. 

Проведення контролю якості одержаних виробів за допомогою серії 

випробувань пов’язано з дослідженням або кількісною оцінкою явищ, що 

формуються в результаті одночасного впливу багатьох чинників, перебіг яких 

неможливо передбачити. Теорія ймовірностей – це математична наука, що 

вивчає об’єктивні закономірності масових випадкових явищ. Вона, як і будь-яка 

інша наука, виникла з практичної життєвої необхідності і є, на наш погляд, 

найбільш «експериментальною» з усіх математичних наук. 

Мовою теорії експерименту є, безумовно, мова математичної статистики 

– математичної науки, що вивчає методи збору та обробки результатів 

спостережень випадкових явищ для визначення їхніх закономірностей і 

характеристик. 

Математична статистика, що опирається у своєму апараті на теорію 

ймовірностей, виникла і розвивалась паралельно з останньою. Предмет 

дослідження цих наук – випадкові явища або, як правило, випадкові величини – 

кількісні ознаки явищ. Водночас вихідні положення кожної науки істотно 

відрізняються. Так в теорії ймовірностей імовірнісна модель явища є відомою, і 

мова йде про прогнозування на її основі поводження цього явища в 

експерименті. На відміну від цього в математичній статистиці вихідними є дані 

спостережень досліджуваного явища, а кінцевим результатом – побудова його 

імовірнісної моделі. 

Теорія ймовірностей та математична статистика є методологічною 

основою таких нових наукових напрямків, як теорія випадкових процесів, 

економетричне моделювання, теорія планування експерименту, які інтенсивно 

розвиваються у останні десятиріччя. В цих дисциплінах, якщо абстрагуватися 

від конкретних прикладів, розглядаються теоретичні моделі, застосовані до 

будь-яких масових явищ у природі, суспільстві і техніці. В той же час знання 

загальних законів дає змогу зробити висновки про закономірності, що мають 

місце у кожному конкретному випадку. Уміння передбачати хід виробничого 

процесу або досліду, в яких присутні елементи випадковості, дає змогу 
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впливати на його результати. Отже, опанування законів теорії ймовірностей та 

статистичних методів у наш час необхідне для кожного фахівця. 

На жаль, названі розділи вищої математики у відповідний базовий курс 

для бакалаврів входять в дуже обмеженому обсязі. Автори посібника ставили за 

мету організацію позааудиторної самостійної роботи студентів з теорії 

ймовірностей та надання їм допомоги в організації самостійної роботи з 

дисципліни. Посібник написаний відповідно до програм дисципліни «Теорія 

ймовірностей та математична статистика» для студентів інженерних 

спеціальностей, зокрема для студентів, які навчаються за професійним 

спрямуванням «Металургія» у вищих навчальних закладах. 

Основне завдання посібника – допомогти студентам денної та заочної 

форм навчання опанувати цей достатньо складний матеріал, отримати навички 

з розв’язування типових задач та застосування основних ідей та методів теорії 

ймовірностей  та  математичної  статистики  для  розв’язування  професійних  задач. 

Посібник охоплює необхідний матеріал дисципліни і містить 10 тем. Він 

є шостою частиною навчального посібника «Вища математика в прикладах та 

задачах». У ньому розглядаються випадкові події та операції над ними, 

елементи комбінаторики, означення ймовірності, основні теореми теорії 

ймовірностей та їх наслідки (частина «Випадкові події»), випадкові величини та 

їх розподіли (частина «Випадкові величини»). 

Структура кожної теми має єдину схему: надання теоретичного 

матеріалу, приклади розв’язання типових задач, завдання для самостійної 

роботи. Деякі з прикладів мають професійну спрямованість, що змінює 

представлення студентів молодших курсів про майбутню професію, розкриває 

її як наукоємну область, яка потребує володіння ймовірносно-статистичним 

апаратом. Розв’язання типових задач розраховане на використання їх при 

проведенні практичних занять в аудиторії, при виконанні індивідуальних 

домашніх завдань та контрольних робіт студентами заочної форми навчання. 

Відзначимо, що частина прикладів розв’язана за допомогою пакетів Mathcad та 

Excel. У кінці посібника наведені додатки і список рекомендованої літератури 

для самостійного вивчення дисципліни «Теорія ймовірностей». 

Автори щиро бажають успіхів студентам при вивченні навчального 

матеріалу і будуть вдячні усім, хто в тій чи іншій формі висловить свою думку 

стосовно змісту посібника та зауваження і пропозиції щодо його 

удосконалення. 
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6. ДИСКРЕТНІ ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ 

 

6.1. Поняття випадкової величини. Приклади.  

Види випадкових величин 

 

Поняття випадкової величини є одним з основних понять у теорії 

ймовірностей. Це обумовлено тим, що досить часто виявляється корисним 

приписувати різним результатам експеременту деякі числа. Наприклад, ми 

могли б вибрати 20 студентів з потоку в 100 студентів та перевіряти їх на 

знання англійської мови. Тут з результатом експеременту можна було б 

пов’язати кількість студентів, які англійською мовою володіють. Ця величина є 

випадковою, бо її значення заздалегідь невідоме і таке, що залежить від 

випадкових обставин. Можливі значення величини: 20210 ,...,,, . 

Випадковою величиною X  називається функція, що задана на множині 

елементарних випадкових подій, яка набуває значення наперед невідомого, 

проте завжди можна оцінити ймовірність попадання цього значення у наперед 

заданий проміжок.  

Приведемо ще приклади випадкових величин: 

1. число випадінь герба при трьох киданнях монети (можливі значення 

3210 ,,, ); 

2. кількість пострілів до першого влучення у ціль (можливі значення 

,...n,...,,, 321 );  

3. час безвідказної роботи будь-якого пристрою (можливі значення 

розташовані на деякому інтервалі Tt 0 ); 

4. відстань, що пролетить снаряд (можливі значення розташовані у 

інтервалі bxa  ). 

У прикладі 1 випадкова величина набуває скінчену множину значень, у 

прикладі 2 - зчисленну множину значень (нескінченну множину, елементи якої 

можна занумеровати). Такі випадкові величини називаються дискретними. 

Дискретною випадковою величиною називають величину, можливі 

значення якої можна занумеровати. Кількість можливих значень дискретної 

випадкової величини скінчена або нескінчена. 
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У прикладах 3 і 4 розглянуті випадкові події, можливі значення яких 

набувають будь-які значення з інтервалу. Такі величини називаються 

неперервними. Кількість можливих значень нескінчена. 

 

6.2. Закони розподілу дискретних випадкових величин  

 

Законом розподілу будь-якої дискретної величини називається 

співвідношення, що визначає залежність між значеннями випадкової величини 

та ймовірностями, з якими ці значення набуваються. Закон розподілу можна 

задати у вигляді таблиці, аналітично (у вигляді формули) та графічно. 

Найчастіше закон розподілу дискретної випадкової величини подають у 

вигляді таблиці розподілу або ряда розподілу. У першому рядку таблиці 

записуються можливі значення ,...x,...,x,x,x n321 , а у другому рядку відповідні 

ймовірності ,...p,...,p,p,p n321 . Зазначимо, що з теореми додавання 

ймовірностей для попарно несумісних подій випливає, що завжди 





1

1
i

ip . 

Ряд розподілу може бути зображений графічно, для чого у прямокутній 

системі координат будують точки  ii p,x , ,...,,i 321 , а потім з’єднують ці 

точки відрізками прямих. Ця ломана називається многокутником або полігоном 

розподілу ймовірностей. 

У ряді випадків замість ймовірності того, що випадкова величина 

приймає деяке певне значення x , необхідно знати ймовірність того, що 

випадкова величина X  приймає значення менше за x . 

Функцією розподілу (інтегральною функцією) випадкової величини X  

називають функцію, значення якої визначається як ймовірність того, що X  

прийме значення, менше за x :     



xx

i

i

pxXPxF . 

Геометрично  xF  є ймовірність попадання точки X  ліворуч від точки 

x  на числовій прямій. Для дискретної випадкової величини  xF  дорівнює 

сталій на кожному інтервалі  ii x,x 1  та має стрибок ip  у точці ix . 

Функції розподілу усіх випадкових величин мають загальні властивості: 

1.   10  xF , для будь-якого Rx ; 

2.  xF  є неспадною функцією; 

3.  xF  неперервна зліва; 
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Рис. 6.1 

 590,  

   30,  

   10 ,  

    

    

    

     

      

   

  
       

1  

 1  5  10    0  

   010,  

   ixp  

4.   0


xFlim
x

,    1


xFlim
x

; 

5.      aFbFbXaP  . 

 

Зразки розв’язування задач 

1. У грошовій лотереї розігрується один виграш в 10 грн., десять виграшів 

по 5 грн. і 30 виграшів по 1 грн. при загальному числі білетів 100. Знайти закон 

розподілу випадкової величини X  - вартості можливого виграшу для власника 

одного лотерейного білета у вигляді таблиці. Побудувати полігон розподілу. 

Знайти функцію розподілу, та побудувати її графік. Визначити ймовірність 

того, що X  набуває значень: а) не більше за 1; б) від 1  до 4 . 

Розв’язання. Множина можливих значень для X  складається з таких 

чисел: 10510 4321  x,x,x,x . 

Відповідні ймовірності: ,,p,,p,,p 010
100

1
10

100

10
30

100

30
432    

    590010103011 4321 ,,,,pppp  . Отже, шуканий закон 

розподілу можна записати у вигляді такої таблиці: 

x  0  1 5  10  

p  590,  30,  10,  010,  

Побудуємо полігон розподілу. 
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Рис. 6.2 

    890,  

590,  

 990,  
      

      

      

    

   

  
1  

 1  10    0  

      

      

 5  

 xF  

Щоб побудувати  xF , послідовно будемо розглядувати:  

0x ,     0 xXPxF , тому що X  не приймає значень, менших 01 x ;  

10  x ,       5900 1 ,pXPxXPxF  ;  

51  x ,       0xPxXPxF   890305901 21 ,,,ppXP  ; 

105  x ,          30590510 321 ,,pppXPXPXPxF  

99010 ,,  ; 

10x ,    1xF . 

Отже,  функція розділу має вигляд: 

 


























101

105990

51890

10590

00

x,

x,,

x,,

x,,

x,

xF . 

Графік функції  xF  зображено на рисунку 6.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Обчислимо ймовірності: а)       890101 ,XPXPXP  ;  

б)     30141 ,XPXP  . 
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6.3. Числові характеристики дискретних випадкових величин 

 

Закон розподілу повністю характеризує випадкову величину. Між тим, 

при розв’язанні великої кількості задач зручніше користуватися числовими 

характеристиками випадкової величини, що дають достатню інформацію про 

цю величину. Основні з числових характеристик це – математичне сподівання, 

дисперсія та середнє квадратичне відхилення.  

Математичним сподіванням дискретної випадкової величини X  

називають суму добутків всіх її можливих значень ix  на їх ймовірності ip   

  



n

i
iinn pxpx...pxpxXM

1
2211 . 

Математичне сподівання характеризує середнє значення, біля якого 

зосереджені всі можливі значення випадкової величини. Перелічимо основні 

властивості математичного сподівання: 

1.   CCM  , де C  - будь-яка стала; 

2.    XMCXCM  ; 

3.      YMXMYXM  ; 

4.      YMXMYXM  , де Y,X  - незалежні випадкові величини. 

Другою важливою числовою характеристикою випадкової величини є 

дисперсія. Це поняття вводиться для характеристики відхилення випадкової 

величини від її математичного сподівання. Зауважимо, що для такої 

характеристики не підходить математичне сподівання цього відхилення, 

оскільки    0 XMXM  (випливає із властивостей математичного 

сподівання). Тому характеристикою відхилення прийнято рахувати 

  2XMXM  . 

Дисперсією  xD  випадкової величини X  називається математичне 

сподівання квадрата відхилення цієї величини від її математичного сподівання: 

    2XMXMXD  . 

Можливо довести, що справджується таке твердження: дисперсія 

випадкової величини дорівнює різниці між математичним сподіванням 

квадрата цієї величини і квадратом її математичного сподівання: 

      22
XMXMXD  . 
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З цього твердження випливає, що для дискретної випадкової величини 

дисперсія розраховується за формулою 

 
2

11

2









 



n

i
ii

n

i
ii pxpxXD . 

Дисперсія випадкової величини має такі властивості: 

1.   0CD , де C  - будь-яка стала; 

2.    XDCXCD  2 ; 

3.      YDXDYXD  , де Y,X  - незалежні випадкові величини. 

Розмірність дисперсії не співпадає з розмірністю випадкової величини 

(тому, що розглядається квадрат відхилення). Щоб розмірності співпадали, 

вводять ще одну числову характеристику – середнє квадратичне відхилення. 

Середнім квадратичним відхиленням випадкової величини називається 

квадратичний корінь з її дисперсії:    XDX  . 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Дискретна випадкова величина задана таблицею: 

X  2  0  1  3  4  

P  150,  20,  10,  30,  
5p  

Обчислити ймовірність  45  XPp . Знайти математичне сподівання, 

дисперсію та середнє квадратичне відхилення. 

Розв’язання. Оскільки в законі розподілу 



5

1

1
i

ip , то 

  30102015015 ,,,,p 2507501 ,,  . 

Обчислимо математичне сподівання:  

  



5

1

7125043031012001502
i

ii ,,,,,,pxXM . 

Щоб знайти дисперсію за формулою       22
XMXMXD  , запишемо 

закон розподілу випадкової величини 2X : 

2X  4  0  1  9  16  

P  150,  20,  10,  30,  250,  

Отже,   47250163091012001504
5

1

22 ,,,,,,pxXM
i

ii  


. 
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Тоді маємо:      514892477147
2

,,.,,XD  ,   а  звідси    

 X   122514 ,,XD  . 

 

2. Дискретна випадкова величина приймає тільки два можливих значення 

1x , 2x , причому 12 xx  . Знайти закон розподілу цієї випадкової величини, 

якщо 801 ,p  ,   23,XM  ,   160,XD  . 

Розв’язання. Оскільки 121  pp , то 208011 12 ,,pp  . 

Користуючись формулами для математичного сподівання та дисперсії, 

отримаємо систему для знаходження невідомих можливих значень 21 x,x . 

  232080 212211 ,,x,xpxpxXM  . 

       160232080
22

2
2
1

2
2

2
21

2
1 ,,,x,xXMpxpxXD  . 











.,,x,x,

,x,x,

016024102080

232080

2
2

2
1

21
 

Помножимо обидва рівняння на 5 , щоб отримати систему з цілими 

коефіцієнтами 











.xx

xx

0524

164

2
2

2
1

21
 

З першого рівняння 12 46 xx  , тоді друге рівняння приймає вигляд 

  0524164
2

1
2
1  xx  

052161282564 2
11

2
1  xxx  

020412820 1
2
1  xx  

Поділивши на 4 , дістанемо  051325 1
2
1  xx . 

 

10

23221
1


,

x ,    
 

43
1

1 ,x  ,     
 

4243416
1

2 ,,x  . 

                              
 

3
2

1 x ,        
 

43416
2

2 x . 

Оскільки 12 xx  , маємо такий закон розподілу 

X  3  4  

P  80,  20,  
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3. Знайти дисперсію середнього арифметичного n  однаково розподілених 

незалежних випадкових величин, якщо дисперсія кожної з них дорівнює d . 

Розв’язання. Розглянемо 
n

X...XX
X n
 21  - середнє арифметичне 

n  незалежних випадкових величин. Користуючись властивостями дисперсії, 

отримаємо 

   






 
 n

n X...XXD
nn

X...XX
DXD 212

21 1
 

      
n

d
dn

n
XD...XDXD

n
n 

2212

11
. 

 

4. Пристрій складається з двох незалежно працюючих приладів. 

Ймовірності відказу приладів 301 ,p  , 402 ,p  . Знайти закон розподілу, 

сподівання та дисперсію числа приладів, що відказали. 

Розв’язання. Запишемо закон розподілу випадкової величини X  - числа 

приладів, що відказали. Очевидно, що можливі значення X  є 210 ,, . 

Обчислимо їх ймовірності: 

        4206070401301110 2121 ,,,,,ppqqXP  . 

  460280180407060301 2121 ,,,,,,,pqqpXP  . 

  12040302 21 ,,,ppXP  . 

Тоді закон розподілу X : 

X  0  1 2  

P  420,  460,  120,  

  70120246014200 ,,,,XM  , 

    45070120246014200
2222

,,,,,XD  . 

Треба зауважити, що  XM ,  XD  можна було б обчислити й без 

складання закону розподілу X , а тільки користуючись властивостями  XM , 

 XD . Очевидно, що 21 XXX  , де 1X  - число відказів першого приладу, 

2X  - число відказів другого приладу . 

Їх закони розподілу: 

1X  0  1 

P  70,  30,  

2X  0  1  

P  60,  40,  
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  303017001 ,,,XM  ;     404016002 ,,,XM  . 

Тоді         7040302121 ,,,XMXMXXMXM  . 

    21030301700
222

1 ,,,,XD  ;  

    24040401600
222

2 ,,,,XD  ; 

        4502402102121 ,,,XDXDXXDXD  . 

 

 

6.4. Деякі закони розподілу дискретних випадкових 

величин та їх числові характеристики 

 

6.4.1. Біномний розподіл 

 

Нехай проводиться n  незалежних випробувань, у кожному з яких 

ймовірність події A  дорівнює p . Розглянемо випадкову величину X , яка 

визначає число появ події A  (число успіхів) у цій серії випробувань. Очевидно, 

що X  може набувати значень n,...,k,...,,, 210 , ймовірність яких обчислюють за 

формулою Бернуллі: 

  knkk
nk qpCkXpp  ,  pq,n,...,,k  110 . 

У цьому випадку випадкова величина має біномний розподіл 

ймовірностей, або розподіл Бернуллі. 

Функція розподілу має вигляд: 

 



















 






nx,

n,...,m,mxm,qpC

x,

xF
m

k

knkk
n

1

211

00

1

0

 

Числові характеристики біномного розподілу   npxM  ,   npqXD  , 

  npqX  . 

 

6.4.2. Розподіл Пуассона 

 

Якщо число випробувань n  велике, а ймовірність p  досить мала 

 010,p  , ймовірність  kXppk   можна обчислити за формулою Пуассона 
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  e
!k

p
k

k , де np , ,...,,k 210 . 

Цей закон розподілу називають розподілом Пуассона або розподілом 

рідкісних подій. Функція розподілу випадкової величини має вигляд 

 



















1

0

3211

00

n

k

k

,...,,n,nxn,e
!k

x,

xF
  

Числові характеристики закону Пуассона      XDXM . 

 

 

6.4.3. Рівномірний дискретний розподіл  

 

Якщо дискретна випадкова величина набуває кожного свого значення 

kx , n,...,,k 21  з однаковою ймовірністю 
n

pk

1
 , то маємо дискретний 

рівномірний розподіл ймовірностей. Функція розподілу 

 




















 

n

mm

xx,

n,...,,,m,xxx,
n

m

xx,

xF

1

321
1

0

1

1

 

 

 

6.4.4. Геометричний розподіл 

 

Дискретна випадкова величина X  має геометричний розподіл 

ймовірностей, яка вона приймає значення ,...k,...,,, 321  з ймовірностями 

  pqkXP k  1 . 

Функція розподілу  

 























 nxn,

q

q
pqp

x,

xF n

k

n
k 1

1

1

10

1

1

1
1
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Числові характеристики геометричного розподілу  
p

XM
1

 , 

 
2p

q
XD  ,  

p

q
X  . 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Нехай випадкова величина X  - число хлопчиків у сім’ї з трьома 

дітьми. Записати закон розподілу X , обчислити числові характеристики. 

Розв’язання. Очевидно, що X  набуває значень 3210 ,,, , ймовірності яких 

обчислюються за формулою Бернуллі  50,qp  : 

      12501250
30

3
50500

300
3 ,,

!!

!
,,CXP  , 

        375050
21

3
50501

3211
3 ,,

!!

!
,,CXP  , 

      375050
12

3
50502

322
3 ,,

!!

!
,,CXP  , 

        125050
03

3
50503

3033
3 ,,

!!

!
,,CXP  . 

Отже, розподіл випадкової величини є біномним: 

X  0  1 2  3  

P  1250,  3750,  3750,  1250,  

Числові характеристики: 

  51503 ,,pnXM  ; 

  75050503 ,,,npqXD  ; 

  870750 ,,X  . 

 

2. При проведенні дослідження хімічного складу сталі ймовірності того, 

що у випадково взятій пробі відсоток вуглецю перевищуватиме допустимий 

рівень, дорівнює 010,p  . Обчислити, користуючись законом розподілу 

Пуассона, скільки в середньому необхідно дослідити зразків, щоб з 

ймовірністю 950,p    цей ефект спостерігався хоча б один раз. 

Розв’язання. A  - ефект спостерігався хоча б один раз, 

                       A  - ефект взагалі не спостерігався. 



 17 

   APAP  1 ,         ee
!

XPAP
0

0
0

, де n,np  010 . 

Тоді   95011
010

,eeAP
n,   . 

Звідси 0509501
010

,,e
n,  ,   

            20
010 n,

e ,  320010  lnn, ,  300n . 

За розподілом Пуассона     3 XDXM . 

 

3. У прибиральниці є зв’язка з чотирьох ключів, серед яких лише один 

відчиняє двері офісу. У темряві вона намагається потратити до офісу. Скласти 

закон   розподілу  числа   спроб  при  відчиненні  дверей,  якщо  прибиральниця:   

а) відкладає випробуваний ключ; б) повертає його у зв’язку. Знайти 

математичне сподівання, дисперсію та середнє квадратичне відхилення . 

Розв’язання. а) Нехай X  - випадкова величина, що визначає число спроб 

при відчиненні дверей. Оскільки у зв’язці 4 ключі, то X  може набувати значень 

4321 ,,, . Якщо перший взятий ключ відчинить двері, то 1X ,  
4

1
XP . Якщо 

перший ключ не підходить (таких ключів є три з чотирьох), то його 

відкладають. Якщо при цьому другий ключ підходить, то число спроб дорівнює 

двом. У цьому випадку  
4

1

3

1

4

3
2 XP . 

Аналогічно дістанемо:  
4

1

2

1

3

2

4

3
3 XP .  

4

1
1

3

1

3

2

4

3
4 XP . 

Отже, закон розподілу має вигляд: 

2X  1 2  3  4  

P  

4

1
 

4

1
 

4

1
 

4

1
 

Ця величина X  має рівномірний дискретний розподіл. 

    52
4

10
4321

4

1
,XM  , 

      25125657524321
4

1 22222
,,,,XD  , 

    121251 ,,XDX  . 
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б) Нехай випробуванні ключі повертаються у зв’язку. Тоді кожну спробу 

відчинити двері можна розглядати як незалежне випробування, в якому 

ймовірність успіху 
4

1
p , а ймовірність невдачі 

4

3
q .  

Очевидно,   
4

1
1  pXP ,   

4

1

4

3
2  pqXP  

                     ,...pqXP
4

1

4

3
3

2
2 








  

                     ,...pqkXP

k
k

4

1

4

3
1

1 










 . 

Отже, закон розподілу величини X  у цьому випадку є геометричним: 

X  1 2  3  ... k  ... 

P  

4

1
 

16

3
 

64

9
 

... 

k

k

4

3 1

 
... 

  4

4

1

11












p
XM , 

  12
4

163

4

1

4

3

22
























p

q
XD , 

    46312 ,XDX  . 

 

 

 

Завдання для самостійної роботи 

1. У вазі лежать 5 куль, з них 3 червоних та 2 білі. Навмання вибирають 2 

кулі. Знайти закон розподілу випадкової величини X  - числа червоних куль 

серед узятих двох. Побудувати полігон розподілу. Знайти функцію розподілу та 

побудувати її графік. 

2. Гральна кістка кинута 3 рази. Скласти закон розподілу випадкової 

величини X  - числа появ одиниці у вигляді таблиці та аналітично. 
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3. Задано закон розподілу дискретної випадкової величини X : 

X  1  0  1  5  

P  30,  10,  20,  
4p  

Обчислити ймовірність  54  XPp . Визначити ймовірність того, що 

випадкова величина X  набуває значень: а) не більших за 1; б) від 1 до 4. 

Записати функцію розподілу  xF   для даної випадкової величини та 

побудувати її графік. 

4. Дискретна випадкова величина задана: 

X  3  1  0  2  

P  1p  40,  30,  10,  

Обчислити ймовірність  31  XPp . Знайти математичне сподівання, 

дисперсію та середнє квадратичне відхилення. 

5. Дискретна випадкова величина набуває два значення 1x , 2x ; 12 xx  . 

Знайти закон розподілу випадкової величини, якщо 901 ,p  ;   13,XM  ; 

  090,XD  . 

6. Зроблено чотири постріли з ймовірностями влучень у ціль 601 ,p  , 

402 ,p  , 503 ,p  , 704 ,p  . Знайти математичне сподівання та дисперсію 

загального числа влучень, користуючись властивостями суми цих числових 

характеристик. 

7. Обчислити математичне сподівання та дисперсію числа виграшних 

лотерейних білетів, якщо придбали 20 білетів, причому ймовірність виграшу по 

одному білету дорівнює 0,3. 

8. Середнє квадратичне відхилення кожної з 16 однаково розподілених 

незалежних випадкових величин дорівнює 10. Знайти середнє квадратичне 

відхилення середнього арифметичного цих величин. 

9. Симетричну монету підкидують вісім разів підряд. Знайти закон 

розподілу випадкової величини X  - числа випадінь цифри. Обчислити 

математичне сподівання, дисперсію, середнє квадратичне відхилення. 

10. Для хижака ймовірність вдалого полювання дорівнює 0,4. Знайти 

середнє число спійманих жертв при 20 зіткненнях. 

11. Ймовірність влучення в ціль при одному пострілі дорівнює 0,01. 

зроблено 900 пострілів. Знайти математичне сподівання, дисперсію, середнє 

квадратичне відхилення числа влучень у ціль. 
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12. Завод відправив на базу 5000 доброякісних виробів. Ймовірність того, 

що при перевезенні вироб зазнає пошкодження дорівнює 0,0002. Знайти 

середнє число пошкоджених виробів, що прибудуть на завод. 

13. У коробці є 4 чорні і 1 біла куля. Скласти закон розподілу числа 

виймань куль до появи білої кулі у двох випадках: а) після виймання кулю не 

повертають у коробку; б) повертають до коробки. Обчислити числові 

характеристики випадкових величин. 

14. Знайти середнє число помилок на сторінці рукопису, якщо 

ймовірність того, що сторінка містить хоча б одну помилку, дорівнює 0,95 

(число помилок розподілено за законом Пуассона). 

 

 

 

7. НЕПЕРЕРВНІ ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ 

 

 7.1. Інтегральна функція розподілу неперервної випадкової 

величини, її властивості 

 

Випадкову величину називають неперервною, якщо множина її 

можливих значень є проміжком, скінченим чи нескінченим. Задати неперервну 

випадкову величину таблично неможливо, тому застосовуються аналітичний та 

графічний способи.  

Інтегральна функція розподілу неперервної випадкової величини 

   xXPxF   є неперервною, диференційовною майже скрізь, за винятком 

можливо окремих ізольованих точок. До властивостей інтегральної функції, що 

були перелічені вище, приєднуються ще деякі властивості, а саме: 

1. Ймовірність того, що неперервна величина X  набуває якого-небудь 

значення 1x , дорівнює нулю:   01  xXP . 

2. Для неперервної випадкової величини X  при будь-яких a  й b , ba  , 

справджуються рівності:   

           aFbFbXaPbXaPbXaPbXaP  . 
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7.2. Щільність розподілу неперервної випадкової величини 

 

Оскільки інтегральна функція неперервної величини є диференційовною 

функцією, можна розглядати її похідну, яку позначають  xf  і називають 

щільністю розподілу неперервної величини: 

   
   

x

xFxxF
limxFxf
x 








0
. 

Графік  xf  називається кривою розподілу. Щільність розподілу має такі 

властивості: 

1.   0xf  для будь-якого Rx ; 

2. Ймовірність того, що неперервна величина прийме значення з 

інтервалу  b,a :    
b

a

dxxfbXaP ; 

3.    



x

dttfxF ,  Rx ; 

4.  




 1dttf . 

 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Неперервну випадкову величину X  задано функцією розподілу 

 
















.x,

x,ax

x,

xF

21

20

00

2  

Обчислити значення параметра a , щільність  xf  та ймовірність того, 

що випадкова величина набуває значень з інтервалу 








3

2
0, . Побудувати 

графіки функцій  xF  і  xf . 

Розв’язання.  Знайдемо    
















.x,

x,ax

x,

xFxf

20

202

00

 



 22 

Значення параметра a  обчислимо, користуючись властивістю  xf : 

 




 1dxxf . 

    


 




0 2

0 2

2

14
0

2

2
2020 a

x
adxaxdxdxdxxf . 

Звідки 
4

1
a . 

Отже,   ,

x,

x,
x

x,

xF





















21

20
4

00

2

       












.x,

2

x

2xабоx,

xf
20

00

 

 

 

Графіки функцій  xF  та  xf : 

 

 
9

1
0

4

3

2

0
3

2

3

2
0

2





























 FFXP . 

 

2. Задано щільність розподілу випадкової величини X : 

 












.x,

4

3
-x

3xабоx,

xf
31

10

 

Визначити функцію розподілу  xF . 

Розв’язання. Розглянемо 1x  

    
 


x x

dtdttfxF 00 . 

  y    y  

        

    

  0    1    2  

  1  

  x  

  

 xFy   

  x  
        

    

  0    1    2  

   1  

  

 xfy   

     

  
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Якщо 31  x , 

    





































   





  4

3

214

3

24

3
0

221

1

xxxtt
dttdtdttfxF

x x

 

4

5

4

3

24

3

2

1
2











xx
. 

При 3x  

      


 



























1 3

1 3

2

1

3

4

3

2
0

4

3
0

xx tt
dtdttdtdttfxF  

134
4

3

2

1

4

9

2

3
2
























 . 

Отже,   





















.x,

x,
xx

x,

xF

31

31
4

5

4

3

2

10

2

 

 

3. Щільність розподілу випадкової величини X  задано функцією 

 
21 x

a
xf


 . Визначити значення параметра a  та знайти ймовірність того, 

що  11,X  . 

Розв’язання. Знайдемо a , користуючись тим, що  




 1dttf . 























  





0

0
222 111 



 t

dt
lim

t

dt
limadt

t

a
 

 


 



















 
arctgarctglimatarctglimtarctglima 0

0

0
 

  1
22

0 





















aaarctgarctglim . 

Звідки 


1
a . 

Тоді  
 

  





 


11
1

1

11

1
11

1

1
2

arctgarctgxarctg
x

dx
XP


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2

1

244

1
















. 

 

 

7.3. Числові характеристики неперервних випадкових величин 

 

Математичне сподівання неперервної випадкової величини із щільністю 

 xf  обчислюється за формулою  

   dxxfxXM 




  

(за умови абсолютної збіжності вказаного невласного інтеграла). 

Дисперсія неперервної величини – це, як і раніше, математичне 

сподівання величини   2xMX  . 

Отже,             




dxxfXMxXMXMXD
22

 

       




 XMdxxfxXMXM
2222

. 

Середнє квадратичне відхилення    XDX  . 

Усі властивості числових характеристик неперервних випадкових 

величин співпадають з властивостями числових характеристик дискретних 

величин.  

 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Задано функцію розподілу випадкової величини  

 





















.x,

x,
x

x,

xF

21

20
4

00

2

 

Визначити числові характеристики цієї величини. Знайти ймовірність 

попадання X  в інтервалі  31, . 

Розв’язання. Знайдемо щільність розподілу 
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   













.x,

x

xабоx,

xFxf
20

2

200

 

Тоді   
3

4

6

8

0

2

32

1

2

2

0

3

 
x

dx
x

xXM , 

 
9

2

9

7
12

9

7
1

8

16

9

16

0

2

42

1

3

4

2

2

0

42
2 








 

x
dx

x
xXD , 

    470
3

2

9

2
,XDX  . 

     
4

3

4

1
11331

2

 FFXP . 

 

2. Задано щільність розподілу 

 













.x,

xsin

xабоx,

xf




0
2

00

 

Знайти числові характеристики величини та ймовірність попадання в 

інтервал 










2

2
, . 

Розв’язання. Обчислимо математичне сподівання: 

  










 

02

1

2
0



xcosx
xcosV;xdxsindv

dxdu;xu
dx

xsin
xXM  

571
2

143

202

1

0

,
,

xsincosdxxcos 




















 






. 

  













 

 

0

2
2

2
2

22
xcosv;xdxsindv

xdxdu;
x

u
dx

xsin
xXD  

   
 

0

22

0

22

4
1

2402
xdxcosxxdxxcosxcos

x
 

 





 

0

222

04044
xcosxdxsinxsinx

xsinV;xdxcosdv

dxdu;xu
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 
4602

4

143
2

4

22

,
,




. 

    680460 ,,XDX  . 

   

























 2

2

2

2
2

2
0

2
2

2

xcos
dxdx

xsin
dxxfXP  

2

1

2

2

2





cos

cos
. 

 

 

7.4. Деякі закони розподілу неперервних випадкових величин 

та їх числові характеристики 

 

7.4.1. Рівномірний розподіл 

 

Неперервна випадкова величина має рівномірний розподіл на проміжку 

 b,a , якщо щільність розподілу є стала величина на цьому проміжку і 

дорівнює  

 














,bxa,

ab

bxабоax,

xf 1

0

 

де b,a  - параметри розподілу. 

Інтегральна функція розподілу має вигляд   
























.bx,

bxa,
ab

ax

ax,

xF

1

0

 

Числові характеристики рівномірного розподілу: 

 
2

ba
XM


 ,  

 
12

2
ab

XD


 ,  
 
6

3 ab
X


 . 

Ймовірність попадання в інтервал   ,  дорівнює: 

  















abab

dx
XP . 
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7.4.2. Показниковий розподіл 

 

Неперервна випадкова величина має показниковий розподіл, якщо її 

щільність розподілу ймовірностей дорівнює 

 










,x,e

x,
xf

x
0

00


 

де 0  - параметр. 

Інтегральна функція розподілу має вигляд   










.x,e

x,
xF

x
01

00


 

Показниковий закон має наступні числові характеристики: 

  ,XM


1
   

2

1


XD ,  




1
X . 

Цей закон застосовується в багатьох задачах теорії масового 

обслуговування, наприклад, в задачах про час безвідмовної роботи пристроїв. 

 

 

7.4.3. Нормальний розподіл (розподіл Гаусса) 

 

Неперервна випадкова величина має нормальний розподіл, якщо її 

щільність розподілу дорівнює  
 

2

2

2

2

1




ax

exf




 , де 0,a  - параметри. 

Графік функції  xf  називається кривою нормального розподілу. 

 

  

    

  
 2

1
 

 

 
2

2

2

2

1 



ax

exf




  

0  a  a  a  

y  

x  

     Рис. 7.1 
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Нормальна крива симетрична відносно прямої ax  , має максимум при 

ax  , що дорівнює 
 2

1
. У точках  ax1 ,  ax2  крива має 

перегини. При x  крива наближається до вісі x0 . Якщо   зростає, 

максимум зменшується, інтервал    a,a  збільшується, крива стає більш 

розтягнутою вздовж x0 . 

Інтегральна функція нормального розподілу має вигляд  

 
 

dtexF
x

at








2

2

2

2

1



. 

Числові характеристики нормального розподілу:  

  aXM  ,   2XD ,    X . 

Отже, параметр a  є математичне сподівання, а   - середнє квадратичне 

відхилення нормально розподіленої випадкової величини.  

Ймовірність попадання в інтервал   ,  дорівнює 

 
 

 

 

 









dtedxeXP

a

a

tax 






 
 22

2

2

2

2

1

2

1
 








 








 












aa
, де   dtex

x t





0

2

2

2

1


  - функція Лапласа, значення 

якої містяться у таблиці. 

Досить часто треба обчислити ймовірність того, що нормально 

розподілена величина X  відхилиться від свого математичного сподівання a  на 

величину менш ніж  , а саме 

    






 








 












aaaa
aXaPaxP  










































 2 . 

Якщо в цій формулі покласти t  , здобудемо    ttaxP  2 . 

Розглянув різні значення t , отримаємо: 

при 1t        6837012 ,axP   ; 

при 2t        95450222 ,axP   ; 

при 3t        99730323 ,axP   . 
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В останньому рівнянні ймовірність дуже близька до одиниці, тому подія 

3 ax  є майже вірогідною. Звідси випливає «правило 3 », згідно з яким 

практично всі значення нормально розподіленої випадкової величини 

знаходяться в інтервалі   33  a,a . Це правило часто використовується в 

математичній статистиці. 

Розглянутий нормальний закон відіграє в теорії ймовірностей важливу 

роль. Це пояснюється тим, що при деяких припущеннях розподіл суми 

великого числа випадкових величин виявляється близьким до нормального 

розподілу. 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Значення рівномірно розподіленої випадкової величини належать 

проміжку  82, . Знайти  XM ,  XD ,  X  та ймовірність попадання у 

проміжок  53, . 

Розв’язання. Оскільки параметри розподілу 2a , 8b , то 

  5
2

82

2








ba
XM ; 

 
   

3
12

36

12

28

12

22








ab

XD ; 

    7313 ,XDX  ; 

 
ab

XP






 , тому 

 
3

1

6

2

28

35
53 




 XP . 

 

2. Хвилинна стрілка електронного годинника переміщується стрибком в 

кінці кожної хвилини. Знайти ймовірність того, що в дану мить годинник 

покаже час, який відрізняється від істинного не більш ніж на 20 секунд. 

Розв’язання. Різницю між дійсним часом та часом на годиннику можна 

вважати випадковою величиною X , що рівномірно розподілена у інтервалі 

протягом 60 ab  сек.  Щільність розподілу  
60

11





ab
xf . 
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Тоді       
20

0

20

0
3

1

60

20

0

20

6060

1
200

x
dxdxxfXP . 

 

3. Час безвідмовної роботи приладу – випадкова величина X , що задана 

щільністю розподілу ймовірностей   0080 080   t,e,tf t, . Знайти: а) середній 

час безвідмовної роботи приладу; б) ймовірність безвідмовної роботи приладу 

протягом 4 годин; в) ймовірність відмови приладу в інтервалі часу  204,  годин. 

Розв’язання. а) Середній час безвідмовної роботи приладу є 

математичним сподіванням величини X . З вигляду щільності розподілу 

ймовірностей випливає, що X  розподілена за показниковим законом з 

параметром 080, . Отже,   512
080

11
,

,
XM 


 год.  

б) Ймовірність безвідмовної роботи приладу знайдемо за формулою  

      tt
eetXPtXP

   111 . 

При 080, , 4t  маємо   72604
3204080

,eeXP
,,   . 

в) Щоб знайти ймовірність відмови приладу в інтервалі часу  204, , 

знайдемо спочатку ймовірність протилежної події, того, що прилад працює 

безвідмовно       5240420204
61320

,eeFFXP
,,   .  

Тоді ймовірність відмови приладу в цьому інтервалі 

  4760524012041 ,,XPP  . 

 

4. Середній час безвідмовної роботи приладу складає 750 годин. Яка 

ймовірність того, що прилад безперервно пропрацює не менш ніж 1000 годин? 

Розв’язання. Час безвідмовної роботи приладу є випадкова величина T , 

що розподілена за показниковим законом  










01

00

t,e

t,
tF

t
, де 

 параметр розподілу, а саме число відмов за одиницю часу.  

Середній час безвідмовної роботи приладу – це математичне сподівання 

випадкової величини. З тексту задачі   750XM  год. Оскільки  


1
XM  для 

показникового розподілу, то 
  750

11


XM
  . 
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Обчислимо        10001100011000 FTPTP  

274011 3

4

750

1000

,ee 

















. 

 

5. Випадкова величина розподілена нормально з параметрами 5a , 

2 . Знайти: а) ймовірність попадання X  в інтервал  74, ; б) ймовірність 

того, що X  прийме значення більше 10 ; в) інтервал такий, що ймовірність 

  950,aXP   ; г) ймовірність того, що 10,aX  ; д) ймовірність того, 

що три навмання узятих можливих значення мають модуль відхилення від 

математичного сподівання не більш ніж 3; є) ймовірність того, що у чотирьох 

незалежних випробуваннях X  хоча б один раз прийме значення з інтервалу 

 74, ; ж) сформулювати «правило 3 » для цієї випадкової величини.  

Розв’язання. а) За формулою   






 








 












aa
XP  

маємо          






 








 
 501501

2

54

2

57
74 ,,XP   

532801915034130 ,,,  . 

б)     006204938050
2

510
10 ,,,XP 







 
  . 

в) За формулою   












 2aXP  маємо   










2
25


XP  

950, , звідки 4750
2

,






 
 , 961

2
,


, 923, . 

Тоді 9235 ,X  ;   9235923 ,X,  ,    928081 ,X,  . 

г) Обчислимо ймовірність попадання X  в інтервал 35 X  при 

одному випробуванні   86640
2

3
235 ,XP 








  . Якщо розглянути 3 

можливих значення, то ймовірність буде   6504086640
3

,,  . 

є) Вище була знайдена ймовірність попадання в інтервал  74,  при 

одному випробуванні, вона дорівнює 53280, . Ймовірність того, що X  не 

прийме значення з цього інтервалу при одному випробуванні, дорівнює 
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  46720532801 ,,  , а при чотирьох випробуваннях   0476046720
4

,,  . Звідки 

ймовірність, яку ми розшукуємо, дорівнює   95240047601 ,,  . 

ж) Згідно з «правилом 3 » майже вірогідно, що X  здобуде значення з 

інтервалу      11123523533 ,;a,a   . 

 

6. Фірма, що займається продажем товарів за каталогом, щомісячно 

отримує поштою замовлення. Число цих замовлень є нормально розподіленою 

випадковою величиною з середнім квадратичним відхиленням 560. У 90% 

випадків число щомісячних замовлень перевищує 12439. Знайти середнє число 

замовлень, що отримуються фірмою за місяць. 

Розв’язання. Середнє число замовлень є математичним сподіванням 

випадкової величини a  .  За формулою   






 








 












aa
XP  

маємо  

    90
560

12439
12439 ,

a
XP 







 
  ; 

90
560

12439
50 ,

a
, 







 
 ; 

40
560

12439
,

a








 
 . 

Із таблиці 2821
560

12439
,

a



, тоді 13157a . 

 

7. За статистичними даними річний дохід населення міста N  має 

нормальний розподіл із середнім значенням 3 тис. грн. та середнім 

квадратичним відхиленням 1 тис. грн. Знайти ймовірність того, що навмання 

вибраний житель міста має дохід: а) від 2,5 до 4 тис. грн.; б) менше 6 тис. грн. 

Розв’язання. а) 13  ,a . 

За формулою   






 








 












aa
XP  маємо  

         






 








 
 501501

1

352

1

34
452 ,,

,
X,P 
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532801915034130 ,,,  . 

б) За правилом трьох сигм дістанемо     3360 XPXP  

  997303 ,aXP   , тобто практично вірогідним є те, що дохід жителя 

менше 6 тис. грн. 

 

Завдання для  самостійної роботи 

 

1. Неперервну випадкову величину задано функцією розподілу: 

   
















.x,

x,xcosa

x,

xF





1

01

00

 

Обчислити значення параметра a , щільність розподілу ймовірностей 

 xf  та ймовірність того, що випадкова величина набуває значень з інтервалу 










2

3

2


, . Побудувати графіки функцій  xF  і  xf . 

2. Задано щільність розподілу випадкової величини  X : 

 













.x,

x

xабоx,

xf
30

9

300

2  

Визначити функцію розподілу  xF . 

3. Щільність розподілу ймовірностей випадкової величини X  задано 

функцією  

 










.x,ea

x,
xf

x
0

00

2
 

Визначити значення параметра a  та знайти ймовірність попадання у 

проміжок  10, . 

4. Задано функцію розподілу випадкової величини: 

   
















.x,

x,x

x,

xF

41

433

30

2
 

Визначити числові характеристики цієї величини. Знайти ймовірність 

попадання X  в інтервал  5453 ,;, . 
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5. Випадкова величина X  задана щільністю розподілу ймовірностей: 

 


















.x,

x,
x

c

xf

2

1
0

2

1

1 2  

Знайти  xF ,  XM ,  XD ,  X ,  10  XP . 

6. Частота передавача імпульсної радіостанції розподілена за рівномірним 

законом на проміжку 308300  МГц. Яка ймовірність того, що з п’яти його 

сигналів принаймні один буде виявлений станцією розвідки зі смугою 

пропускання приймача  82858225  МГц.? 

7. Дальність до цілі округляється до 10 м. Визначити середню 

квадратичну помилку округлення та ймовірність отримання помилки не більш 

ніж 5 м. 

8. Неперервна випадкова величина X  розподілена за показниковим 

законом  

 










.x,e

x,
xf

x
04

00

4
 

Знайти ймовірність того, що у результаті випробування X  попаде в 

інтервал  5020 ,;, ; математичне сподівання, дисперсію та середнє квадратичне 

відхилення. 

9. Час безвідмовної роботи елемента розподілено за показниковим 

законом    0020 020   te,tf t, . Знайти ймовірність того, що елемент 

пропрацює безвідмовно 100 годин. 

10. Добова витрата електроенергії в населеному пункті є випадковою 

величиною з нормальним розподілом, математичне сподівання якої дорівнює 

2000 кВт/год, а дисперсія становить 2500 (кВт/год)
2
. Оцінити ймовірність того, 

що найближчого дня витрата електроенергії в цьому населеному пункті буде 

від 1500 до 2500 кВт/год. 

11. Випадкові помилки вимірювання розподілені за нормальним законом 

з середнім квадратичним відхиленням 1  мм і математичним сподіванням 

0a . Знайти ймовірність того, що при двох незалежних вимірюваннях 

помилка хоча б одного з них не перевищуватиме за абсолютною величиною 

1,28 мм. 
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12. Валики, що виготовляє автомат, будуть стандартними, якщо 

відхилення діаметра валика від проектного розміру не перевищує 2 мм. 

Випадкові відхилення діаметра валиків розподілені за нормальним законом з 

середнім квадратичним відхиленням 61,  мм і математичним сподіванням 

0a . Скільки відсотків стандартних валиків виготовляє автомат? 

13. Випадкова величина розподілена нормально. Середнє квадратичне 

відхилення величини дорівнює 0,6. Знайти ймовірність того, що відхилення 

випадкової величини від її математичного сподівання за абсолютною 

величиною буде менше 0,2. 

14. Потяг складається з 50 вагонів. Маса кожного вагона – випадкова 

величина,  розподілена  за  нормальним  законом  з  математичним  сподіванням  

65 т. і середнім квадратичним відхиленням 1 т. Локомотив може вести потяг 

масою не більш, ніж 3300 т., інакше є потреба у другому локомотиві. Знайти 

ймовірність того, що не буде потреби у другому локомотиві. 
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Додаток 1 

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ  
x

x e






2

2
1

2
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Продовження додатка 1 
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Додаток 2 

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ     



x t

dtexФ
0

2

2

2

1


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Продовження додатка 2 
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