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ВСТУП 

 
 

З кожним роком зростає кількість студентів з вадами слуху, які 
навчаються на різних факультетах академії. 

Процес навчання студентів з обмеженими можливостями має свою 
специфіку, яку треба враховувати під час  викладання матеріалу. Мета 
посібника – допомогти студентам при вивченні дисципліни «Вища математика» 
розібратися у матеріалі та якісно його засвоїти. 

До складу другої частини посібника увійшли розділи вищої математики: 
«Вступ до математичного аналізу» та «Похідна функції однієї змінної». 

Наведено основні теоретичні положення та формули, які проілюстровано 
детальним розв’язанням задач різного ступеня складності. Наприкінці кожної 
теми надані задачі для самостійної роботи з відповідями, що дає можливість 
студентам перевірити себе.  

Посібник може використовуватися для самостійної роботи і підготовки 
до різних видів контролю студентами технічних спеціальностей усіх форм 
навчання. 
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1.  ВСТУП  ДО  МАТЕ МАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
 
 

1.1.  Функція. Основні властивості функції 
 

 Означення.  Якщо кожному числу x  з деякої множини D  за певним 
правилом поставлене у відповідність єдине число y , то y  є функцією від x  і 
позначається    Dx;xfy  . 
 Змінна x  є  незалежною змінною, або аргументом, а змінна  y  
залежною змінною,  або  функцією.  
 Множина D  значень аргументу x , для яких функція   xfy   має 
дійсний зміст, є  областю визначення цієї функції.  
 Множина  E  всіх чисел y , таких, що  xfy   для кожного  Dx , є 
множиною  значень функції. 
 Функція  xf    є  парною, якщо    xfxf   і непарною, якщо 
   xfxf  ,  Dx . 

 Функція   xf , яка визначена на всій числовій прямій, є періодичною, 
якщо     xfTxf  . Число Т називається періодом функції. 
 Якщо функція  xf  визначена на множині D  і для двох довільних різних 
значень 1x  і  2x   аргументу з цієї множини при умові  21 xx  , маємо: 
1)     21 xfxf  , то функція є зростаючою; 
2)     21 xfxf  , то функція є спадною; 
3)     21 xfxf  , то  функція є неспадною; 
4)     21 xfxf  ,  то функція є не зростаючою. 

Всі ці функції називають монотонними. 
 Існують наступні способи визначення функції:  аналітичний (у вигляді 
формули, графічний (у вигляді графіка), табличний (у вигляді таблиці 
числових значень). 
 
 

1.2. Границя функції. Обчислення границь 
 
 Означення.  Число А називається границею функції  xf  в точці 0x , 

якщо для будь-якого 0   існує число   0   таке, що для всіх Xx , 

які задовольняють нерівність  00 xx ,  виконується нерівність  

   Axf . 

 Позначення:    Axflim
xx


 0

. 
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Якщо кожна з функцій   xf  та   x   має скінченну границю при  

0xx  , то справедливі формули, які називають теоремами про границі: 

 
1.      constc,xflimcxfclim

xxxx


 00
; 

2.           ;xglimxflimxxflim
xxxxxx 000 

   

3.           ;xlimxflimxgxflim
xxxxxx


000 
  

4.   
 
 

 

    0
0

0

0

0








xlim,

xlim

xflim

x
xflim

xx
xx

xx

xx



. 

5.         
 xlim

xx

x

xx

xxxflimxflim


 0

00










,      якщо    ;xflim

xx
0

0



     

        ;xlim
xx

0
0




            одночасно. 

 Функція  xf  називається нескінченно малою в точці 0x , якщо     

  0
0




xflim
xx

. 

 Якщо  xf  – нескінченно велика в точці 0x , то пишуть   


xflim
xx 0

    і 

кажуть, що границя функції  xf  в точці 0x  дорівнює нескінченності. 

 Якщо   xfy елементарна функція і 0x  належить області визначення 

цієї функції, то    0
0

xfxflim
xx




. 

 Позначимо символами   0  і    нескінченно малу та нескінченно велику 
величини,  constс постійну величину.  Обчислюючи границі частки двох 
функцій, будемо користуватись правилами: 

;с;
с

;с 
0

0000  

0






с;

с
;с . 

Якщо  ,,,,, 

 10

0
0   говорять про невизначеність, якої необ-

хідно позбутися, виконуючи різні алгебраїчні перетворення. 
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Зразки розв’язування задач 
 

 Приклад 1.1.  Обчислити границі функції: 
 

а)     523453 22
2




xxlim
x

;64101242   

б)   ;
x
xlim

x
0

7
0

7
99

43
93

4
9 22

3













 

в)    ;
x

lim
x

05
7

5






 

г)     ;xxlim
x







 88
23

 

д)     .
x
xlim

x









 0
4

11
31

1
3

1
 

 

Невизначеність типу 







  

 Якщо x  і чисельник та знаменник дробу – многочлени, отримаємо 

невизначеність 







 , яку розкривають, поділивши чисельник і знаменник на  

nx  , де n найвищий степінь цих многочленів. 
 
 Приклад 1.2.  Обчислити границі функції: 

а)   ;
xxx

xxlim
x 27

953
34

24





                                     б)  ;

xxx
xxlim

x 27
953

36

24





 

 

в)  ;
xxx

xxlim
x 27

953
34

25





                                       г)   

xx
xxlim

x 54
139

2

4





. 

 
Розв’язання 

а)  якщо в границі  x  прямує до  , отримаємо невизначеність 







 . Старший 

степінь многочленів в цьому дробі дорівнює 4. Поділимо чисельник і 

знаменник дробу на 4x : 
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7
3

007
003

217

953

27

953

27
953

3

42

44

3

4

4

44

2

4

4

34

24





















xx

xxlim

x
x

x
x

x
x

xx
x

x
x

lim
xxx

xxlim
xxx

. 

 

б)  найвищий степінь 6x  знаходиться в знаменнику, тому поділимо чисельник і 

знаменник дробу на 6x : 

0
7
0

007
000

217

953

27

953

27
953

53

642

66

3

6

6

66

2

6

4

36

24





















xx

xxxlim

x
x

x
x

x
x

xx
x

x
x

lim
xxx

xxlim
xxx

. 

 

в)  в чисельнику маємо старший степінь 5x , тому поділимо чисельник і 

знаменник дробу на 5x : 
 



















 0
3

000
003

217

953

27

953

27
953

42

52

55

3

5

4

55

2

5

5

34

25

xxx

xxlim

x
x

x
x

x
x

xx
x

x
x

lim
xxx

xxlim
xxx

. 

 

г)  найвищий степінь чисельника 42 xx  , знаменника 2x , тому поділимо 

чисельник і знаменник дробу на 2x : 
 

















22

2

444

4

2

2

2

4

2

4

54

139

54

139

54
139

x
x

x
x

xx
x

x
x

lim

x
xx

x
xx

lim
xx

xxlim
xxx

 

4
3

4
9

04
009

54

139 43













x

xxlim
x

. 
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 Обчислюючи границі функції, можемо користуватись правилом: 























m.n   якщо,

m;nякщо,
b
a

m;nякщо,

xb...xbxbb
na...xaxaa

lim
m

n
m

m

n
n

x

0

2
210

2
210  

 

Невизначеність типу 







0
0  

 
 Якщо при 0xx    отримаємо, що    0xPn  і   0xQm , то для 

обчислення 
 
 xQ
xP

lim
m

n
xx 0

 необхідно скоротити чисельник і знаменник на 

 0xx  . Для  цього розкладають  xPn  і  xQm  на множники, 

використовуючи формули елементарної математики: 

    bababa  22 ; 

    2233 babababa  ; 

    2233 babababa  ; 

  222 2 bababa  ; 

  222 2 bababa  ; 

    21
2 xxxxacbxax  , де 1x і 2x корені рівняння 

 02  cbxax , які знаходять за формулами: ,acbD 42   

           
a

Dbx , 221


 . 

Зразки розв’язування задач 
 
 Приклад 1.3.  Обчислити границі функції: 
 

а)   
65

9
2

2

3 


 xx
xlim

x
;                                 б)   

65
823

2

2

2 


 xx
хxlim

x
;                                             

в)     
19

169
2

2

3
1 



 x
xxlim

x
;                            г)   

1
1

3

4

1 


 x
xlim

x
; 
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д)   
3

323
3 


 x

хlim
x

;                                є)    
38

4572
1 


 x

xxlim
x

 . 

 
Розв′язання 

 

а)  



















 0
0

6159
99

6353
93

65
9

2

2

2

2

3 xx
xlim

x
. 

 Для чисельника будемо використовувати формулу: 

   bababa  22 ; 

   3339 222  xxxx . 

 Для знаменника розв’яжемо рівняння: 

0652  xx ,  де    651  c,b,a . 

  1242561454 22  acbD ; 

  
2

15
12

15
221











a

Dbx , ; 

  2
2
4

2
153

2
6

2
15

21 





 x;x ; 

     21
2 xxxxacbxax  ,   тому     23652  xxxx ; 

    
    6

1
6

23
33

2
3

23
33

65
9

332

2

3

















 x

xlim
xx
xxlim

xx
xlim

xxx
. 

 

б)     
 





















 0
0

88
8412

82
82223

65
823

3

2

2

2

2 xx
хxlim

x
. 

 Для чисельника розв’яжемо квадратне рівняння: 

,xx 0823 2  де   823  c;b;a . 

  10096483424 22  acbD ; 

6
102

32
1002

221











a
Dbx , ; 

 2
6
12

6
102

3
4

6
8

6
102

21 








 x;x ; 
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       21
2 xxxxacbxax  ,  тому       






  2

3
43823 2 xxxx  

        243  xx . 
 Для знаменника будемо використовувати формулу 

  2233 babababa  : 

      42222228 222333  xxxxxxxx ; 

  
  















 42
43

422

243
8

823
22223

2

2 xx
xlim

xxx

xxlim
x

xxlim
xxx

 

 
    6

5
12
10

444
46

4222
423

2 










 . 

 

в)  




































 0
0

11
11

1
9
19

12
9
19

1
3
19

1
3
16

3
19

19
169

2

2

2

2

3
1 x

xxlim
x

. 

 Для чисельника розв’яжемо квадратне рівняння: 

  0169 2  xx ,  де  169  c;b;a . 

  0363619464 22  acbD ; 

 
3
1

18
6

18
06

92
06

221 










a

Dbx , ; 

   21
2 xxxxacbxax  , тому    






 





 

3
1

3
19169 2 xxxx  

   1313
3
1

3
133 






 






  xxxx . 

 Для   знаменника   будемо   використовувати   формулу  

  bababa  22 : 

     13131319 222  xxxx ; 

   
    0

2
0

11
11

1
3
13

1
3
13

13
13

1313
1313

19
169

3
1

3
12

2

3
1






















 x
xlim

xx
xxlim

x
xxlim

xxx
. 

. 
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 г)  


















 0
0

11
11

11
11

1
1

3

4

3

4

1 x
xlim

x
; 

 Для чисельника два рази будемо використовувати формулу  

   bababa  22 : 

          1111111 2222224  xxxxxxx . 

 Для знаменника будемо використовувати формулу  

   2233 babababa  : 

      1111111 22233  xxxxxxxx . 

     
   

  














 1
11

11

111
1
1

2

2

12

2

13

4

1 xx
xxlim

xxx

xxxlim
x
xlim

xxx
 

   
3
4

3
22

111
1111

2

2








 . 

 

д)  




















 0

0
0

33
0

39
33

3323
3

323
3 x

xlim
x

 

         
   

    







22
3 3233

323323 bababa
xx

xxlim
x

 

       
       












 3233

923

3233

323
3

22

3 xx

xlim
xx

xlim
xx

 

      
  

 
  












 3233

32

3233

62
33 xx

xlim
xx

xlim
xx

 

      
3
1

6
2

33
2

3323
2

323
2

3











 x
lim
x

. 

 

е)  



















 0
0

33
33

381
415712

38
4572

1 x
xxlim

x
 

     
    







 38384572

3845724572
1 xxxx

xxxxxlim
x
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     
   







 






 


 22

22

1 384572

384572

xxx

xxx
lim
x

 

  
   







 984572

384572
1 xxx

xxxlim
x

  
   





 14572

3833
1 xxx

xxlim
x

 

   
   

 
 












 4572

383

14572

3813
11 xx

xlim
xxx

xxlim
xx

 

    3
6

63
33

333
415712

3813












 . 

 
Перша важлива границя 

 
 Теорема.  Границя  відношення синуса нескінченно малого аргументу до 
цього ж аргументу дорівнює 1. 

 
 

  ;
x

xsinlim;
x

xsinlim
xx

11
00


 




 

 
 
  11

00


 xsin
xlim;

xsin
xlim

xx 



. 

 
Зразки розв’язування задач 

 
 Приклад 1.4.  Обчислити границі функції: 
 

а)  
x

xsinlim
x

5
0

;                                    б)  
xsin

xtglim
x 3

4
0

;                                         

 

в)  
x

xsinxsinlim
x

72
0




;                     г)  
xsinxsin

xlim
x  30

;                                                                      

 

д)   20

64
x

xcosxcoslim
x




;                    є)   20 5
61

x
xcoslim

x




; 
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 ж)   
xarctg

xlim
x 5

2
0

;                                з)   tgxxlim
x







 

 20

 . 

 
Розв’язання 

 

а)    515
5

55
5

55
0
0

0
055

000












 x
xsinlim

x
xsinlimsin

x
xsinlim

xxx
; 

 

б)     
  
















 xsinx

xtgxlim
sin
tg

sin
tg

xsin
xtglim

xx 3
4

0
0

0
0

03
04

3
4

00
 

      
 x

xtg
xsin

xlim
x

xtg
xsin

xlim
x

xtg
xsin

xlim
xxx 4

4
3

3
3
4

4
44

33
34

3 000 3
411

3
4

 . 

 

в)    





 















 x

xsin
x

xsinlimsinsin
x

xsinxsinlim
xx

72
0
0

0
00

0
0072

00
 

        

9721712
7

77
2

22
7

77
2

22
000







 

 x
xsinlim

x
xsinlim

x
xsin

x
xsinlim

xxx
; 

 

г)     






 22

2
30

 cossinsinsin
xsinxsin

xlim
x

  

       








2
3

2
320 xxcosxxsin

xlim
x 2

1
1
1

2
1

0
11

2
1

2
1

2
1

0


 cosxcosxsin
xlim

x
. 

 

д)     














 0

0
0

11
0

0064
220

coscos
x

xcosxcoslim
x

 

         






22

2  sinsincoscos  

          












 2020

522
64

2
642

x
xsinxsinlim

x

xxsinxxsin
lim

xx
 

          






1

5
5525252

020 x
xsinlim

x
xsin

x
xsinlim

x
xsinxsinlim

xxx
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         10110
5

552
0


 x

xsinlim
x

; 

 

e)      
















 2
21

0
0

0
11

05
01

5
61 2

220

 sincoscos
x

xcoslim
x

       

          
















2

0

2

02

2

02

2

0 3
33

5
23

5
23

5
2

5
2

62

x
xsinlim

x
xsinlim

x
xsinlim

x

xsin
lim

xxxx
 

 

          
5

181
5

18
3

3
5

92 2
2

0










 x

xsinlim
x

; 

 

ж)       











 xarctg

xlim
arctgxarctg

xlim
xx 5

2
0
0

05
02

5
2

00
 

          
5
21

5
2

5
25

1

2

0

0
0

5
1

5
5

00
















 t

tgtlim
t

tgt
lim

t

arctgt
x

tgtx

tgtx
txarctg

tt
; 

з)         







 









 







 



0
222

2

22

0
2

2 








tx

;tx

;tx;tx

tgxxlim
x

        

 

      1
2 000







 

 tgx
tlimctgttlimttgtlim

ttt

 . 

 
 

Друга важлива границя 
 

 Обчислюючи границю від степенево-показникової функції вико-
ристовують наступне правило:  якщо   ,bxflim

xx


 0
    a      


xlim

xx


0
,   то 
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    








 

 .b,
;b,

bxflim x

xx 100
1

0

  

Якщо    ,xflim
xx

1
0




а    ,xlim
xx





0

виникає невизначеність   1 , якої 

позбуваються, застосовуючи другу важливу границю: 

                                         exlim x
x




1
1

0
;    

 
     exlim x

x








1

0
1 ; 

                                      71211 ,e;e
x

lim
x

x







 


. 

 Корисними будуть такі твердження: 

  


eelim;lnxlnlim x

xx
; 

 01  


eelim;elnxlnlim x

xex
; 

 eeelim;lnxlnlim x
xx




1
11

01 ; 

   10 0
00




eelim;lnxlnlim x
xx

. 

 
Зразки розв’язування задач 

 
 Приклад 1.5.  Обчислити границі функції: 
 

 а)  
23

0

4 










x

x x
xsinlim ;                      б)   

3

18
43 











 x

x x
xlim ;                             

          в)       x
x

xlim
4

0
21 


 ;                        г)    4

2
253 


 x

x

x
xlim ; 

 д)    
32

94
14 











 x

x x
xlim ;                  є)     






 

 x
lnxlim

x

21 . 

 
Розв’язання 

 

а)     164414
4

444 220323

0

23

0

23

0














 











x

x

x

x

x

x
lim

x
xsinlim

x
xsinlim ; 
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б)    0
8
3

18
43 3

















 



x

x x
xlim   ; 

в)              

















x
x

x
x

x
x

xlimxlim

4
1

2

2
1

0
0
44

0
21102121  

         8421
42

0 eee x
xlim

x  


 . 

г)             



152353 44

2

4
2

2x

x

x
xlim                   

 









tttttx

,tx
,t,tx

4444424

2
02

2222

 

 

              














tt

t

x
tt

t

t
tt

t

t
tlimtlimtlim 4

2

0
4
2

0
4
2

0
2

2

2

2

2 31563523  

       
 
 

   
2
3

4
23

40
203

4
23

0
4

23

0

4

2
1
3

3
1

0

22
2

2

31 eeeelimelimtlim t
t

t
tt
tt

t

tt

tt

t
x































; 

 

д)      





 













 








33

1
94
1411

94
14 x

x

x

x x
xlim

x
xlim  

        


























 94
81

94
94141

3

x
lim

x
xxlim

x

x

x
 

        

 

24
8

94
248

3
94

8

8
94

94
81 












































 eeelim
x

lim x
x

x

x
xx

x
; 

 

є)        





 






 






 







x

x

x

xx x
limln

x
lnlim

x
lnxlim 21121021  

        212221 2

2

2























 




elneln

x
limln

x

x
. 
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1.3. Односторонні (однобічні) границі 
 

 Означення.   Число А називають границею функції  xfy   зліва (лівою 

границею) в точці 0x , якщо для будь-якого числа  0   існує   0     

таке, що при  00 x;xx    виконується нерівність    Axf . 

 Позначення:       Axfxflim
xx




00
00

. 

 Означення.    Число B  називають границею функції  xfy   справа 

(правою границею) в точці  0x , якщо для будь-якого числа 0  існує 

  0   таке, що при    00 x;xx  виконується нерівність 

   Bxf . 

 Позначення.        Bxfxflim
xx




00
00

. 

Ліва і права границі функції називаються односторонніми (однобічними) 
границями. 
 

Зразки розв’язування задач 
 

 Приклад 1.6.  Обчислити односторонні границі функції: 

а)    
 
















 0
11

0
704

202
7022

2
72

02 x
xlim

x
; 

б)     
 

















 0
13

0
1012

303
1034

3
14

03 x
xlim

x
; 

в)     
1
13

201 


 x
xlim

x
 

 Односторонні границі можна обчислити методом заміни змінної. 
 

  
 




















 121
133

11
113

0
1

01

1
13

2020201 









limlimx

x

x
xlim

x
 

       

















 0

4
020
034

2
34

2
34

2
34

0020 









limlimlim . 
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1.4.  Неперервність і точки розриву функції 
 

 Означення.   Функція   xfy   називається неперервною в точці 0x , 

якщо виконуються наступні умови: 
 1)  функція визначена в точці 0x ,  тобто існує число  0xf ; 

 2)  існують односторонні границі при  0xx  ; 

 3)  односторонні границі функції дорівнюють одна одній і значенню 
функції в точці       0

00
0

00
xfxflimxflim:x

xxxx



. 

 Якщо не виконується хоча б одна з цих умов, то функція має розрив в 
точці 0x , а саме точка 0x  називається точкою розриву функції. 

 Означення.  Якщо функція визначена в точці 0x  і існують скінченні 

односторонні границі, але    xflimxflim
xxxx 00 00 

 , то розрив функції в точці  

0x  є розривом першого роду, а також 0x точкою розриву першого роду.  

 

 Величина    xflimxflim
xxxx 00 00 

  є стрибком функції (рис. 1.1). 

 
 Означення.  Якщо існують скінченні односторонні границі і   

     0
00 00

xfxflimxflim
xxxx




 , то розрив функції в точці  0x  є усувним, а 

точка 0x точкою усувного розриву  (рис. 1.2). 

 Означення.    Якщо хоча б одна з односторонніх границь не існує, або 
дорівнює нескінченності, то розрив функції в точці 0x   є розривом другого 

роду, а точка 0x точкою розриву другого роду (рис. 1.3). 

 Функція  xfy   неперервна на відрізку  b;a , якщо вона неперервна в 

кожній внутрішній точці цього відрізка, а також у точці a  справа і точці b  
зліва. 
 Всі елементарні функції неперервні в області свого визначення. 
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 x0  x 

 y 

 0 
     

 x0  x 

 y 

 0 
 

 x0  x 

 y 

 0 
 

          Рис.1.1                                           Рис.1.2                                    Рис.1.3 
 
 

Зразки розв’язування задач 
 

 Приклад 1.7.  Дослідити функції на неперервність 

а)    
1

2





x

xxy . 

Розв’язання 
 

 Область визначення функції:  101  xx . 
      ;;x:yD 11 . 

 Обчислимо односторонні границі: 

 
1

1
1

1 0101

2

01










xlim

x
xxlim

x
xxlim

xxx
; 

1
1
1

01

2

01






xlim

x
xlim

xx
. 

     ,fxflimxflim
xx

1
0101




 отже точка  1x  є точкою усувного розриву. 

 

б)   
2

1



x

arctgy . 

Розв’язання 
 Область визначення функції:  202  xx .  
      ;;x:yD 22 . 

 
 Обчислимо односторонні границі: 
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 
20

1
202

1
2

1
02


















arctgarctgarctg
x

arctglim
x

; 

20
1

202
1

2
1

02











arctgarctgarctg

x
arctglim

x
. 

Односторонні границі є скінченними, але     xflimxflim
xx 0202 

 , отже точка 

 2x точка розриву I роду.  Стрибок функції   
22

. 

 Приклад 1.8 Дослідити функції на неперервність та побудувати 
схематичний графік: 

а)   
2
1





x
xy ; 

Розв’язання 
 Область визначення функції: 202  xx  
      ;;x:fD 22 . 

 Обчислимо односторонні границі: 












 0
3

202
102

2
1

02 x
xlim

x
; 












 0
3

202
102

2
1

02 x
xlim

x
. 

 Обидві односторонні границі дорівнюють нескінченності, отже точка 
2x  є точкою розриву другого роду. 

 З’ясуємо, як веде себе функція за умови x : 

1
01
01

21

11

2

1

2
1































x

xlim

xx
x

xx
x

lim
x
xlim

xxx
; 

1y , якщо x , тому  1y рівняння горизонтальної асимптоти. 

 
 
 
 
 
 
 
                                              Рис.1.4 

2 х  

у  

0  

1  
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б)   














.x,x

,x,x

,x,

xf
262

23

39
2  

 
Розв’язання 

 
 Для більшої наглядності  нанесемо на числову вісь: 
 
                 9y                            2xy                      62  xy   

                 3x                     23  x                         2x  
 
 Необхідно дослідити функцію на неперервність в точках 3x  і 2x . 

  99
0303


 xx

limxflim ; 

    903 22
0303




xlimxflim
xx

; 

      93
0303




fxflimxflim
xx

, отже функція неперервна в точці 

30 х . 

    402 22
0202




xlimxflim
xx

; 

       264602262
0202




xlimxflim
xx

. 

Односторонні границі скінченні, але не є рівними, отже  2х точка  розриву 
першого роду. Стрибок функції  2242  . 

 Схематичний графік функції має вигляд: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                           Рис.1.5 

x3 2

х  

у  

0  2
 

4   

2   

9 

3 
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Завдання для самостійної роботи 
 

 Обчислити границі функції: 

1.  
xxx

xxlim
x 


 23

2

7
5214 ;          2.  

xxx
xxlim

x 


 43

3

7
5214 ;       3.  

xxx
xxlim

x 


 43

53

7
5214 ; 

4.  
1

23
2

3




 xx
xxlim

x
;         5.   xxlim

x



32 ;          6.  

15
32

1 


 x
xlim

x
; 

 7.  
9

34
2

2

3 


 x
xxlim

x
;              6.  

823
8

2

3

2 


 xx
xlim

x
;          9.  

252
14

2

2

50 


 xx
xlim

,x
; 

10.  
3

323
3 


 x

xlim
x

 ;           11.  
38
122

1 


 x
xxlim

x
;           12.  

xsin
xlim

x 5
4

0
; 

13.  
xx

xtglim
x 7

4
20 

;                   14.  
xcos

xlim
x  1

2 2

0
;                15.  

xsintgx
xlim

x 

3

0
; 

16.  
xcos

xcosxcoslim
x 21

37
0 




;        17.  
x

xarcsinlim
x 2

6
0

;              18.  
24

3
0  x

arctgxlim
x

; 

19.  
x

x x
lim

431 





 


;                 20.  

13

54
34 











 x

x x
xlim ;       21.  

5
1

3

3
2

2
7



 













x

x x
xlim ; 

22.   13

34
1






x

x

xlim
x

;       23.   
 

x
xlnlim

x

21
0




 ;            24.    2


xlnxlnxlim
x

.      

 
Відповіді: 

 
1. 2.   2. 0.   3.  .   4. 0.   5. 0.   6. 1.   7. 31 .   8. 56 .   9. 34 .  10. 31 .   11.  0. 

12. 54 .  13. 74 .  14. 4.  15. 2.  16. -10.  17. 3.  18. 12.  19. 12e .  20. 6e . 21. e .   

22.  4e .     23. -2.      24.  -2. 
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  2. ПОХІДНА ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ  
 

2.1. Означення похідної 
 

Розглянемо функцію  xfy  , що визначена у деякому проміжку. Якщо 

аргумент x   отримав приріст x , то функція y  отримає приріст y , що 

дорівнює 
                                    xfxxfy  . 

 Означення.  Похідною функції  xfy   у точці x  називається границя 

відношення приросту функції  y  до приросту аргументу x , коли цей приріст 

x  прямує до нуля. 

        
x

xfxxflim
x
ylimxf

xx 










 00
. 

 Похідну функції   xfy   позначають також іншими символами, 

наприклад 
dx
dyyy x ,,  . 

 Приклад.  Знайти похідну функції 2xy  , використовуючи означення. 

   








 x
xxxxxlim

x
xxxlim

x
ylimy

xxx 










222

0

22

00

2  

 
    xxxlim

x
xxxlim

xx
222

00












. 

 
 

2.2. Механічний та геометричний зміст похідної 
 

 Розглянемо прямолінійний рух  матеріальної точки. Якщо закон руху 
 tSS  , то швидкістю точки y  момент часу t  є 

       
t

tSttStStv
t 




 0
lim . Отже швидкість руху є перша похідна шляху 

за часом. У цьому полягає механічний зміст похідної. 
Розглянемо в прямокутній системі координат деяку криву, що задана 

рівнянням  xfy   і має в точці  00 y;xM  не вертикальну дотичну (рис.2.1).  
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 xfy   

     x  

     y  

       
     0  

      000 y;xM  

Рис. 2.1 

Кутовий коефіцієнт цієї дотичної або 
тангенс кута  , що утворює дотична до 
кривої в даній точці з додатним 
напрямом осі x0 , – це похідна  0xf   в 

цій точці:  0xftgk   . У цьому 

полягає геометричний зміст похідної. 
 
 
 
 
 
 

2.3. Таблиця похідних деяких елементарних функцій.  
Основні правила диференціювання 

 
 За означенням похідної можливо отримати формули для знаходження 
похідних деяких елементарних функцій: 

1.  1,  yxy ;                                                 8.  xx eyey  , ;   

2.  1,  nn xnyxy ;                                    9.  
ax

yxy a ln
1,log  ; 

3.  xyxy cos,sin  ;                                   10.  
x

y,xlny 1
 ; 

4.  xyxy sin,cos  ;                                 11.  
21

1

x
y,xarcsiny


 ; 

5.  
x

ytgxy 2cos
1,  ;                                    12.  

21

1

x
y,xarccosy


 ; 

6.  
x

yctgxy 2sin
1,  ;                                13.  21

1
x
`y,arctgxy


 ; 

7.  aayay xx ln,  ;                                   14.  21
1,
x

yarcctgxy


 . 

 
 Також при знаходженні  похідних використовують основні правила 
диференціювання. 
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Правило 1.  Похідна від сталої функції дорівнює нулю. 
0,  ycy . 

 Правило 2.  Похідна від добутку сталої функції на диференційовану  
знаходиться за формулою: 

       xucxyxucxy  , . 

 Правило 3.  Похідна алгебраїчної суми двох диференційованих  
функцій дорівнює алгебраїчної сумі похідних доданків 

     ,xvxuxy                        xvxuxy  . 

 Правило 4.  Похідна добутку двох диференційованих функцій 
знаходиться за формулою 

  vuvuvu  . 
 Правило 5.  Похідна частки двох диференційованих функцій знаходиться 
за формулою 

2v
vuvu

v
u 









 . 

 
Зразки розв’язування задач 

 
Знайти похідні функцій: 

Приклад 1.      4
3 2

3
2 8654543

x
x

xx
xxy  . 

Розв’язання 

          






































 4
1

3
2

3112 8654543 xxxxxxy

    





 

 4
5

3
1

42

4
18

3
263514254 xxxxx  

4 5342
24154104
xxxx

x  . 

Приклад 2.         xsinxy 3 . 

Розв’язання 

       xcosxxsinxxsinxxsinxy 3233 3 


 . 
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Приклад 3.           xex
xy
24

5ln3



 . 

Розв’язання 

            
 







 2
24

245ln3245ln3
x

xx

ex

exxexxy  

      
    

 224

245ln3243

x

xx

ex

exex
x




 . 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
Знайти похідні функцій: 

 Приклад 1.        5
3 2

4

2 45
3

43
x

x
x

xxy  . 

 Відповідь:      
5 635 5

4
3

220
3

24
xxx

xy  . 

 Приклад 2.         2

2

2

2

x
n

n
x

x
m

m
xy  . 

 Відповідь:     3

2

22
221
x
n

n
x

x
m

m
y  . 

 Приклад 3.          xxxy sin52  . 

 Відповідь:          xxxxxy cos5sin52 2  . 

 Приклад 4.       
x
xy ln

 . 

 Відповідь:     
xx
xy

2
ln2 

 . 

 
2.4. Похідна від складної функції 

 
Розглянемо складну функцію  y  від  x    uFy  ,  де   xu  . 
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Якщо функція   xu   має  у точці x  похідну  xux   , функція 

 uFy   має при відповідному значенні u  похідну   uFyu  , то складна 

функція   xFy   має у точці x  похідну, яка дорівнює 

    xuux uyxuFy   . 

 
Зразки розв’язування задач 

  
Приклад 1.             xsiny 3 . 

Розв’язання 

    3333  xcosxxcosy .  

Приклад 2.            542  xxy  . 

Розв’язання          

 
54

2

542

4254
542

1
22

2
2 















xx

x

xx

xxx
xx

y . 

Приклад 3.            xtgy 53 . 

Розв’язання 

      5
5

153553 2
22 

xcos
xtgxtgxtgy . 

 
 

Завдання для самостійної роботи 
 

Знайти похідні функцій: 
Приклад 1.       xlny 61   . 

 Відповідь:     
x

y
61
6




 . 

Приклад 2.     3 1 tgxy    . 

Відповідь:    
  xcostgx

y
23 213

1


 . 

Приклад 3.     xctgy 24 . 
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Відповідь:    
xsin
xctgy

2
28

2

3
 . 

Приклад 4.     
23
xarcsinlogy  . 

Відповідь:    

4
1

2
32

1
2xxarcsinln

y



 . 

Приклад 5.     xctgexy 3 . 

Відповідь:   





 

xsin
xey xctg

3
31 2

3  . 

Приклад 6.     313

5
x

xsiny


 . 

Відповідь:    31

2

3

53355
x

xsinxlnxcosy



 .  

 
 

2.5.  Неявна функція та її диференціювання 
 
 Розглянемо значення двох змінних, що зв’язані між собою рівнянням 
  0y,xF . 

У такому випадку кажуть, що задана неявна функція у  від х . 

 Для того, щоб знайти похідну такої функції треба: 
 а)  продиференціювати ліву та праву частини рівняння по х , враховуючи, 
що  у  залежить від  х , 

 б)  розв’язати отримане рівняння відносно xy . 

 
Зразки розв’язування задач 

 

Приклад 1.      0222  ayx . 

Розв’язання 

a)           xxxx ayx 








0222 , 
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б)    xyy x  ,     
y
xyx  . 

Приклад 2.          ycosxsinxy  . 

Розв’язання 

 a)     xxx yysinxcosyxyx  , 

      01  xx yysinxcosyxy , 

б)     yxcosysinxyx  , 

      
ysinx
yxcosyx 


 . 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
Знайти похідні неявних функцій: 

Приклад 1.  353 4 byxy  . 

Відповідь: 4

2

201
3

y
xy


 . 

Приклад 2.   ycosxcosyx 332  . 

Відповідь:  
ysinx

xyxsiny
33
233

2 


 . 

Приклад 3.      221 ayysinx  . 

Відповідь:   
  ycosxay

ysiny
212

21



 . 

 
                                                                                                                          

2.6. Метод логарифмічного диференціювання для знаходження 
 похідної степенево-показникової функції 

 

 Розглянемо степенево-показникову функцію     xxuy  .  Щоб знайти 

похідну цієї функції треба: 
 а) прологарифмувати ліву та праву частину рівняння за основою e  

        xulnxxulnyln
x






 


; 
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 б) продиференціювати по х    

           xulnxxulnxyln x  , 

         xu
xu

xxulnxy
y x 

11
 ; 

 в) знайти з рівняння xy  

       
              

  






 








 


xu
xuxxulnxxu

xu
xuxxulnxyy x

x





  . 

 
Зразки розв’язування задач  

 
 Приклад.  Знайти похідну функції  

1.    xcos
xy

22 3 . 

Розв’язання 

а)     323 222 




  xlnxcosxlnyln

xcos
; 

б)         32321 22 xlnxcosxlnxcosy
y x , 

      x
x

xcosxlnxsin
y

yx 2
3

12322 2
2 





; 

в)      











3
223223 2

222

x
xcosxxlnxsinxy

xcos
x . 

      2.   
  xex

xxy 22

3

5
431




 . 

a)   
 

    













 23

22

3
5431

5
431 xlnxlnxln

ex
xxlnyln x  

             xxlnxlnxlneln x 25243
2
1132  ; 

б)    2
5

12
43

1
2
1

1
131











xxx

y
y x ; 

в)    
    






















 2
5

2
432

1
1

3
5

431
22

3

xxxex
xxy xx . 
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Завдання для самостійної роботи 
 

 Знайти похідні функцій методом логарифмічного диференціювання. 

 Приклад 1.   xxy
1

 . 

 Відповідь:   
2

1

1
x

xlnxy
x 

 . 

 Приклад 2.      52
4  xxcosy . 

 Відповідь:     









 
 

xcos
xsinxxcoslnxxcosy x

4
454424

2
52

. 

 Приклад 3.   
x

exy
x

25

42


 . 

 Відповідь:  













xxx
exy

x

25
142

25

42
. 

 

 Приклад 4.       325 23 xaxaxy  . 

 Відповідь:       













xaxax
xaxaxy

2
6

3
6523 325 . 

 
 

2.7.  Похідні та диференціали вищих порядків 
 
 Розглянемо диференційовану функцію  xfy     на відрізку  b,a . 

 Означення.  Диференціалом функції  xfy   називається  dxxfdy  . 

 Означення . Другою похідною функції називається 

       xfyxfy .   Аналогічно        1nn yy,...yy . 

 Означення.  Другим диференціалом функції  xfy   називається  

           22 dxxfdxdxxfdxxfddydyd  . 

  Аналогічно           nnn dnyyd...xxfyd  33  . 
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 Звідки    
 

n

n
n

dx
ydy,...

dx
ydy,

dx
ydy  3

3

2

2
. 

 
Зразки розв’язування задач  

 
 Приклад 1.  Знайти похідні та диференціали усіх порядків функції  

1815 2  xxy . 

Розв’язання 
 ;xy 830       dxxdy 830  , 

 ;y 30              230 dxdy  , 

     ,...,,n,yd,y...yy nnIV 54300   . 

 
 Приклад 2.   Знайти другу похідну та другий диференціал функції  

xarcsiny  . 

Розв’язання 

    22 2

1
12
1

2
1

1

1

xxxxxx
y








 , 

 
 32

2
3

2

4

12
2
1

2
1

xx

xxxy










 


, 

  
 32

2
2

4

12

xx

dxxyd



 . 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
 Знайти другі похідні та другі диференціали функцій. 

 Приклад 1.    4 3xy  . 

 Відповідь:  
 

4 5

2
2

4 5 16

3

16

3

x

dxyd,
x

y  . 

 Приклад 2.    22 xay  . 
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 Відповідь:  
 

 

  2
3

22

22
2

2
3

22

2

xa

dxayd,
xa

ay








   . 

 

 Приклад 3.     xey
1

 . 

 Відповідь:        
4

2
1

2
4

1

2121
x

dxxeyd,
x

xey
xx 




 . 

 

 Приклад 4.    2xarctgy  . 

 Відповідь:   
  

 4

24
2

24

4

1
62

1
62

x
dxxyd,

x
xy








 . 

 
 

2.8. Перша та друга похідні параметрично заданої функції 
 
 Розглянемо  функцію у  від  х , що задана параметричними рівняннями: 

   
 
  21 ttt,
ty
tx











. 

Якщо функції     t,t  диференційовані,  функція   tx    має обернену 

диференційовану функцію, то маємо формулу для обчислення похідної у  від х  

t

t
x x

yy



 . 

Позначивши  
t

t
x
y



 через  tF , для другої похідної маємо: 

t

t
xx x

F
y




 . 

 
Зразки для розв’язування задач 

 
 Знайти  xxx y,y    для функцій: 
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 Приклад 1.                   









3

2

45

23

ty

tx
. 

Розв’язання 

             tFt
t
t

x
y

y
t

t
x 







 2
6
12 2

, 

             
ttx

F
y

t

t
xx 3

1
6

2








 . 

 

 Приклад 2.    










tsinay

tcosax
3

3

. 

 
Розв’язання 

 
 

 tFtgt
tcos
tsin

tsintcosa
tcossinayX 





2

2

3
3 , 

  tsintcosatsintcosa
tcosyXX 42

2

3
1

3

1










 

 . 

 
Завдання для самостійної роботи 

 
 Знайти  xxx y,y   функцій, заданих параметрично. 

 

 Приклад 1.  









ty
tx

arcsin
1 2

  . 

 Відповідь: 
t

yx
1

  ; 3

21
t

tyxx


   . 

 

 Приклад 2.  







1ln

ln
3ty

tx
   . 

 Відповідь: 
1

3
3

3




t
tyx  ;  

  23

3

1

9




t

tyxx  . 
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 Приклад 3.  







tay
tax

sin
2cos

   . 

 Відповідь: 
t

yx sin4
1

  ; 
ta

yxx 3sin16
1

   . 

 

 Приклад 4. 
 







1ln ty
tarctgx    . 

 Відповідь: tyx 2  ;  12  tyxx   . 

 
 

2.9. Друга похідна неявно заданої функції 
 
 При визначенні другої похідної неявно заданої функції диференціюємо за 
змінною x  вираз, що задає першу похідну цієї функції з урахуванням того, що 
змінна y  не є незалежною. Безпосередньо після диференціювання отримуємо 

для другої похідної вираз, що містить x , y  та y ; цей вираз перетворюється з 

урахуванням явного виразу першої похідної y  через змінні x , y . Бажано 

також спростити отриманий вираз для другої похідної з урахуванням рівняння, 
що задає розглядувану функцію (якщо є така можливість). 
 

Зразки для розв’язування задач 
 

 Знайти  другі похідні для функцій: 

 Приклад 1.           22222 cybxa  . 

Розв’язання 

            022 22  yybxa , 

            
y
x

b
ay  2

2
, 

            













 2

2

2

2

2

22

2 1
y

y
x

b
axy

b
a

y
yxy

b
ay  
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           3

2222

4

2

32

2222

2

2

2

2

2222

2

2

y
xayb

b
a

yb
xayb

b
a

y
yb

xayb

b
a 








 . 

  З урахуванням того, що 22222 cybxa  , отримаємо остаточно  

           34

22 1
yb

cay  . 

 
 Приклад 2.            yxtgy  . 

Розв’язання 

            
 

 y
yx

y 


 1
cos

1
2 , 

            
   yx

y
yx

y






 22 coscos

1 , 

           
   yxyx

y














22 cos
1

cos
11 , 

             
   yxyx

yxy














 22

2

cos
1

cos
sin , 

            
 yx

y


 2sin
1 . 

 З урахуванням того, що   yyxtg   ( за умовою) та 



 2

2

2
1

sin
1

tg
tg

 , 

отримаємо остаточно 

            2

21
y

yy 
 . 

 Тоді 

                  
5

2

34

22

4

22 12212212
y

y
y
y

y
yyyy

y
yyyyyyy 










 . 
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Завдання для самостійної роботи 
 

 Знайти  другі похідні неявно заданих функцій. 
 

 Приклад 1.           pxy 22   

 Відповідь.           3

2

y
py   

 

 Приклад 2.           922  yx  

 Відповідь.           3
9
y

y   
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